
Expectation of Product



简要题意

有一个长度为 n的序列 a1, a2, · · · , an。初始序列的所有元素均为 0。

对序列 a进行 c次操作，每次随机选择整数 1  x  n�m+ 1，其中选到
y(1  y  n�m+ 1)的概率为 byPn�m+1

i=1 bi
，将 ax⇠x+m�1 增加 1。

求操作完成后序列中所有元素的乘积的期望模 998244353。

n  50
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正解 - Part 1

考虑乘积期望的组合意义。假设 [ld, rd]为第 d次加的区间，可以将 ai 转写作P
c

d=1[ld  i  rd]，那么

E[
nY

i=1

ai] =
X

b1,b2,b3,··· ,bn2[1,c]

Pr[8i 2 [1, n], lbi  i  rbi ].

固定序列 b1, · · · , bn，考虑如何计算概率。（这个 b不是题面的概率权重）

对于第 x次操作，如果 b中没有出现 x自然可以不用管第 x次操作干了啥。否
则这次操作的区间满足序列 b的概率只与 x在 b中第一次和最后一次出现的位
置有关，且它们的距离不能超过 m� 1。
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正解 - Part 1

由此可以设计 DP：设 dpi,j,S 表示当前考虑 b1...i，{b1···i} = j，S 表示所有满足
以下条件的 k 组成的集合：

• k 2 [i�m+ 2, i]，
• bk 在 b中的第一次出现位置为 k，
• bk 在 b中的最后一次出现位置 > i。

转移时只需要考虑 bi 是否在前面出现过，以及 bi 的最后一次出现位置是否为
i。需要记录出现过的 b的数量是因为最后需要把颜色分配到操作编号上，有一
个组合数的贡献。

时间复杂度为 O(n2
m2m)。另外注意到 m >

n

2 的时候中间的部分总是 c，可以
把它们删掉，所以总是可以认为 m  n

2。
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正解 - Part 2

设超出 [1, n]的其他位置 i上有 ai = 0。注意到以上做法在 m比较大的时候比
较困难，考察 m比较大的时候会发生什么。

3m � n时，我们有 8i 2 [1,m], ai + am+i + a2m+i = c。同时注意到以下事实：

• c次操作能够得到序列 {ai}，当且仅当 ai + am+i + a2m+i = c对 1  i  m

总成立，且 0  a1  · · ·  am  c，0  an  an�1  · · ·  a2m+1  c。

也就是 a1···m 不降，a2m+1···3m 不升。必要性显然。对于充分性的证明，可以发
现 a1···m 不降可以直接差分得到从 1 ⇠ m开始的区间加操作次数，a2m+1···3m

则可以得到以它们结尾的。最后还剩 m+ 1 ⇠ 2m的操作次数，通过操作次数
总和为 c推出其操作次数，而 ai + am+i + a2m+i = c保证了这个操作次数非负
且对于中间所有数都是对的。
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正解 - Part 2

注意到充分性的证明告诉我们确定序列 a就等于确定每种区间加操作的次数，
也就确定了序列 a的出现概率。

考虑从前往后加入元素并 DP维护期望。为了保证 ai + a2m+i  c得两个数一
起 DP，状态为 fi,ai,a2m+i，转移是直接的。

直接做的时间复杂度为 O(nc4)。但根据 Part 1我们可以发现答案是关于 c的 n

次多项式，所以可以对于每个 c
0 2 [0, n]做一遍最后插值。复杂度 O(n6)。

在 3m < n时使用 O(n2
m2m)的做法，3m � n的时候使用以上做法，可以通

过本题。

扩展这个做法的第二部分，其实可以得到 2O(
p

n logn) 的时间复杂度。
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