
子任务编号 特殊性质 分数

无

 在  中均匀随机

无

无

《新生舞会》解题报告  
南京外国语学校 蒋承佑

题目大意  
给定一个有根树森林，两位玩家轮流操作，无法操作的人输。

每次操作当前玩家需要选择一个节点 ，并删去  所在的连通块的根  到节点  的唯一简单路径上
的所有节点。

操作后新产生的连通块的根为该连通块中原先到  距离最小的节点。

你需要求出初始局面的 SG 值。

数据范围  
每棵有根树的节点都由  到  编号，其中  为该树的节点数，节点  为根。

下文记  为节点  的父亲，  为有根树森林的节点总数。

对于所有测试点， 。

单个测试点时间限制 3 秒，空间限制 128 MB。

解题过程  
下文记  为  的儿子的点集，  为  的子树的点集，  为  到  路径上的

点集，  为最小的不属于  的非负整数，运算  为按位异或。

Subtask 1 ~ 2  

根据 SG 定理，我们只需要求出单有每棵有根树的局面的 SG 值并异或起来即可得到答案。

考虑如何求解某棵有根树的 SG 值。设  表示节点  的子树的 SG 值，目标为计算 ，由 SG 函数
的定义有：

计算  时，不妨假设我们已经求出了所有满足  的 。

我们从  开始向子树进行深度优先搜索，设当前搜索到的节点为 ，不难在搜索过程中维护 
。

深度优先搜索时间复杂度为 ，因此计算所有  的时间复杂度为 。
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该算法在 Subtask 1 中时间复杂度为 ，空间复杂度为 。

该算法在 Subtask 2 中由于期望树高为  因此期望时间复杂度为 ，空间复杂度

为 。

Subtask 3  

记 ，则上文的转移式可以变换为：

解法 1  

不妨使用 01-trie 合并优化转移。

具体地，每个节点处都维护一棵 01-trie，初始每棵 01-trie 都为空。

从  到  遍历每个节点，遍历到节点  时，假设我们已经求出了满足  的 ，并且节点  处
的 01-trie 维护的数集为 。

我们往节点  的 01-trie 中插入单个数 ，再整体异或上 ，此时  即为该 01-trie 维护的数
集的 ，不难  求出。

求出  后，我们再把 01-trie 整体异或上 ，然后若  则把该 01-trie 合并到节点  维护的 
01-trie 上。

不难归纳证明上述流程的正确性。

合并两棵 01-trie 的时间复杂度与「合并前两棵 01-trie 的节点数之和」减去「合并后 01-trie 的节点
数」同阶，因此按照树形结构合并若干棵 01-trie 的总时间复杂度不超过初始节点数 。

该算法时间复杂度为  ，空间复杂度为 。

解法 2  

不妨使用树上启发式合并优化转移。

具体地，先进行轻重链剖分，全局维护一棵 01-trie。

我们希望计算  前 01-trie 为空，计算  后 01-trie 维护的数集为 
。

计算  时，我们先遍历  的所有轻儿子 ，对于每个  递归计算 ，递归返回后清空 01-trie。

接着递归计算  的重儿子的 SG 值，递归返回后再次遍历  的所有轻儿子 ，通过从  向子树进行
深度优先搜索向 01-trie 插入数集 。

然后向 01-trie 中插入单个数 ，再把 01-trie 整体异或上 ，此时  即为该 01-trie 维护的数
集的 ，不难  求出。

求出  后，再把 01-trie 整体异或上 ，即可返回。

不难归纳证明上述流程的正确性。

由树上启发式合并的分析过程，该算法共进行了  次向 01-trie 插入单个数，时间复杂度
为 。

由  的转移式不难发现 ，因此全局维护的 01-trie 值域仅为 ，不动态开点空

间复杂度为 。
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Subtask 4  

解法 1  

不妨把 Subtask 3 解法 1 中的 01-trie 改为压缩 01-trie。

具体地，压缩 01-trie 维护了压缩前 01-trie 所有叶节点与根的虚树，因此压缩 01-trie 的节点数不超
过叶节点数两倍。

在 std 的实现方法中，压缩 01-trie 的每个节点维护了四个 32 位整型 ，分别表示该

节点的左儿子、右儿子、从父亲走到该点的二进制表示、以及该节点子树整体异或的标记。特别地，我
们用  的最高非  位表示该节点的深度，用  表示该点子树是满的。

不难发现压缩 01-trie 也支持整体异或上某个数，与合并两个压缩 01-trie。

该算法时间复杂度为 ，合并时回收废弃节点，空间复杂度为 。

解法 2  

不妨用深度优先搜索实现 Subtask 3 解法 1，并在向子树递归时首先递归到重儿子。

注意到包含了  个数的 01-trie 大小为 ，这是因为前  层最多包
含  个节点，剩下的层最多包含  个节点。

把一棵 01-trie 合并到另一棵 01-trie 上后，前者就被清空了。因此在深度优先搜索的过程中，节点 
 上的 01-trie 非空当且仅当当前节点为  或当前节点在  的某个轻儿子子树内。

进而从当前节点开始往根走，每次经过的非空 01-trie 所在节点的子树大小总不小于上一次经过的两

倍，即 01-trie 每时每刻总节点数不超过 。

因此该算法时间复杂度为 ，合并时回收废弃节点，空间复杂度为 。

空间限制较小，应通过精细实现避免递归深度达到 。
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