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21 题目大意
定义一个 3× 3 的随机运算表 op，数组下标和值域为 [0, 2] 内的整数。
随机方式是在满足数据限制的所有可能方式内随机选择一种。

定义 i op j 的值为三进制下按位做 op 操作的结果。
即答案的三进制第 k 位（0 ≤ k < n）是 opik,jk

，ik, jk 这里指其三进制第 k 位。

给出 A,B，需要求 C：

Cx =
∑

i op j=x

AiBj

Ai, Bi 在 [0, 9] 的整数内选取。

2 数据范围
Subtask 1 (5 pts)：opi,j = i+ j mod 3；
Subtask 2 (5 pts)：opi,j = mex(i, j)，mex(i, j)表示最小的不等于 i或 j 的非负整数；
Subtask 3 (20 pts)：opi,j ∈ {0, 1}, 且任意选择两行，要么这两行相同，要么这两行
每一位都不同；
Subtask 4 (30 pts)：opi,j ∈ {0, 1}；
Subtask 5 (10 pts)：n ≤ 9；
Subtask 6 (10 pts)：n = 10，依赖 Subtask 5；
Subtask 7 (20 pts)：n = 11，依赖 Subtask 6。

对于 100% 的数据，保证 1 ≤ n ≤ 11，opi,j 在子任务要求下均匀随机地从所有可能方
案中选择一种。
保证 0 ≤ Ai, Bi ≤ 10 且为整数、除最后一组外每组子任务恰有 5 组测试数据，最后一
组子任务有 10 组。

时间限制 3s，空间限制 1024MB。

3 解题过程
这里记 a, b 是题目所述的输入序列 A,B，c 是输出的答案序列 C。



33.1 算法 1
我会 FWT！

分析快速沃尔什变换（FWT），二进制下的异或卷积实际上使用了长为二的序列 DFT
和 IDFT。
三进制下就是长度为三的序列 DFT 和 IDFT。用复数存储中间结果可以做到 O(3nn)，
亦可选取恰当的大模数。

3.2 算法 2
我会暴力！

如果直接枚举两个数复杂度 O(9nn)，不能得分。
如果按照某个顺序同时枚举两个数的某一位就可以做到 O(9n)，实现不差可以通过 Sub-
task 5。

3.3 算法 3
考虑如何解决 opi,j = mex(i, j)。
尝试使用算法 1 的修改版本。

由于高维“卷积”每一维间独立，所以不妨考虑 n = 1 的时候如何做。
接下来所有的具体分析都基于 n = 1，但不破坏算法的结构使得其可以向高维拓展。

为什么不能使用对于每一维暴力处理？
暴力如果套到这类算法上，a0,1,2 和 b0,1,2 分成了 9 份 aibi，最后重新构建成 c0,1,2。
与之相似的还有 Karatsuba算法和直接高精度乘法、Strassen算法和直接矩阵乘法之间
的区别。

这启发我们需要尽可能减少中间量（变换后的结果和逆变换的输入）的个数，这里记最
终逆变换时的输入为 di，个数为 r

观察上述算法，变量间的乘法只在中间量 di 产生，变换和逆变换的过程只是线性变换。
则需要构造 r × 3 的矩阵 A,B,C，使得 di = (

∑
Ai,jaj)(

∑
Bi,jbj)，ci =

∑
Cj,idj。

题目要求的：

c0 = a1b2 + a2b1 + a1b1 + a2b2
c1 = a0b0 + a0b2 + a2b0
c2 = a0b1 + a1b0



4对于 r = 3 的构造非常困难，可以认为基本不可能。
但可以找出 r = 4 的构造：

d0 = (a0 + a1 + a2)(b0 + b1 + b2)

d1 = (a1 + a2)(b1 + b2)

d2 = (a0 + a2)(b0 + b2)

d3 = a2b2

最后

c0 = d1
c1 = d2 − d3
c2 = d0 − c0 − c1

= d0 − d1 − d2 + d3

复杂度 O(4n)，按照 Karatsuba 分治算法的写法会比普通的 FWT 写法好写。

特别的，使用分治乘法写法在 n 较小的时候（比如 n ≤ 1）可以暴力，可以降低常数。
且空间复杂度能够做到 O(3n)。

算法 3.5（另一种“更好”的构造思路）
算法 3 的约束 di = (

∑
Ai,jaj)(

∑
Bi,jbj) 较为抽象，尝试找出较为形象的解释。

这相当于是一个能被写成两个向量 Ai, B
T
i 相乘的 3× 3 矩阵（秩一矩阵） Di。

那么若对于所有可能的 a, b 输入均能运行，就能通过矩阵 Di 线性组合出 Gi，其中
Gi,j,k = [opj,k = i]。

在 mex 的子任务中，需要表示出：0 0 0

0 1 1

0 1 1

1 0 1

0 0 0

1 0 0

0 1 0

1 0 0

0 0 0


第一个矩阵是秩一矩阵。
第二个矩阵可以用两个秩一矩阵相减。
第三个用全一矩阵减去前两个。

具体来说，令：

D0 =

0 0 0

0 1 1

0 1 1

 , D1 =

1 0 1

0 0 0

1 0 1

 , D2 =

0 0 0

0 0 0

0 0 1

 , D3 =

1 1 1

1 1 1

1 1 1





5上述的 Di 可以组合出 Gi，总共使用四个秩一矩阵。
也就是 r = 4，且这里对应的 A,B,C 和前文所述一致。
此解法会有助于理解一些构造且易于说明，所以后文大部分解法都使用这类方法描述。

3.4 算法 4
发现二进制异或的运算表也满足 Subtask 3 性质，可以考虑拓展。
可以构造出：

A0,i = B0,i = 1

A1,i = 2[opi,0 = op0,0]− 1

B1,i = 2[op0,i = op0,0]− 1

其满足

(A1B
T
1 )i,j = 2[opi,j = op0,0]− 1

可以通过 d0, d1 相加或相减后除二得出 c0 和 c1，受 op0,0 取值影响，C 略有不同。
用算法 3.5 来讲，分别构造一个全 1 矩阵，一个是用 −1 和 1 区分 0 和 1 的矩阵。所
需要的 A,B,C 容易得出，两个矩阵相加和相减就能表示 G0, G1。

复杂度 O(3n)。

亦可发现两个输入的 3n 其实可以分别被压缩成 2n，具体来说当 n = 1 时把 {i} 视作 0，
{1, 2, 3} − {i} 视作 1。后面做法和二进制异或差不多。其本质和上述解法一致。

3.5 算法 5
我会 opi,j < 2！
可以先构造一个全一矩阵，然后对于每一列单独用一个中间变量 di表示，复杂度 O(4n)。

举例如果运算表为

1 0 1

1 1 0

0 1 1

，构造

D0 =

1 1 1

1 1 1

1 1 1

D1 =

1 0 0

1 0 0

0 0 0

D2 =

0 0 0

0 1 0

0 1 0

D3 =

0 0 1

0 0 0

0 0 1


3.6 算法 6
我会乱搞！



6可以先构造一个全一矩阵 D0。
选择一个 o，对于 opi,j ̸= o 的每个单点 (i, j) 单独开一个 dx 存储。
而 o 的部分用全一矩阵减去其余的 Dx 就能得到。

既然可以随意选择，那选择出现次数最大的 o，可以做到 r = 7。
复杂度 O(7n)，因为上界出现概率较大，只能过 n ≤ 10。（也过不去 i+ j mod 3 的点）
并且这时候的 A,B,C 较为稀疏且特殊，若实现较差需对一些矩阵乘法部分进行特化以
减小常数。

3.7 算法 7
我会再乱搞！

对于每一个 (i, j) 都开一个 dx 实在太浪费了。
只需要再少掉一个 dx，就可以做到 O(6n)。

最简单的方法是找到两个在一行或一列的、op 相同且不等于 o 的拼在一起。

这种算法应该在随机情况下非常容易做到 r = 6。
因为，如果每个答案出现 3 次、相同答案不在同一行或者同一列，这是个拉丁方。
拉丁方方案数不到 20，出现的概率小于千分之一。
在最后五组数据不出现的概率大于 99%，对运算表无限制的数据里不出现的概率为
95% 以上，因此几乎不可能出现。此时复杂度是 O(6n) 可以通过几乎所有数据。（除了
i+ j mod 3 的点）

对于 Subtask 1 的情况使用特殊的算法，就能通过此题。
对于三阶拉丁方的 corner case，可以通过对输入和答案的每一位进行长度为 3 的置换
来归纳到 Subtask 1。
于是解决 corner case 后此算法可以通过这题的所有数据，且不依赖随机生成。

如果直接采用对于每个 op = x 的区域直接一行一行覆盖、或者一列一列覆盖（同时去
掉空列空行）也能通过非 corner case 部分。

可能存在一些通过枚举可能性较大的 Di，然后判断是否存在 Ci，做到更优的 r 的算法，
因为直至目前 Ai, Bi 取值范围为 {1, 0,−1}（除了 i+ j mod 3，但可以找到一组 r 稍大
的解也满足此性质）。

3.8 算法 8
这就结束了吗？
进一步分析算法流程，不妨只考虑一组 (i, j, k) 的贡献，也就是 ai, bj → ck 的贡献。
此时有 ∀i, j, k,

∑
Ax,iBx,jCx,k = [opi,j = k]，等价于如下三阶张量的 CP 分解：



7

Xi,j,k = [opi,j = k]

3×3×3张量 CP分解的定义是找出 r×3的矩阵 A,B,C，使得 Xi,j,k =
∑

t At,iBt,jCt,k。
其中最小的存在分解的 r 叫做 X 的张量秩。

但三阶张量的 CP 分解（分解成若干一秩张量的和）目前是 NP-hard。尽管如此，其近
似解仍有许多在实际大量数据里表现优秀的做法。容易想出来的启发式做法诸如根据
误差每次向较为正确的方向调整，不断执行等等。这可能会出现类梯度下降法的算法，
重复跑几轮就会发现当 r 取 4 或 5 时误差大部分会迅速向 0 收敛。

实际上，梯度下降法及其各种类似写法都可以在几轮 3× 104 次的迭代后获得非常优秀
的误差（误差矩阵范数在 10−15 以内）。这类稀疏 01 张量采用交替最小二乘法可能更
好，但没有尝试。所以迭代过程正常情况下不会是此题的瓶颈。

r 对这题的复杂度影响甚大，那么 r 在大部分情况能取多少？虽然本题可以贴着时间取
r = 5 甚至 6，但不一定最优。
资料 3 的 Table 1 说明 3× 3× 3 张量的典型秩（出现概率非 0）在实数域下为 5。
在这题数据生成的范围内，通过蒙特卡罗方法或者穷举，可以得出本题题目限制下 r = 4

几乎可以分解成功。但若采用 r = 5 仍然可以通过。

如果想要不依赖于生成数据的随机性，需要考虑实数域的张量最大秩。
在参考资料里有相应的文章，但在这题并不重要。

假设分解完后的向量组为 xi, yi, zi。
令 Ai,j = (xi)j, Bi,j = (yi)j, Ci,j = (zj)i 即可。
由于使用近似算法，所以会有误差，假设误差为 δ，在经过变换和逆变换后，误差会增
大至 32n+Cδ，C 是一个不太大的常数。
所以为了让最后的误差不超过 10−3，可以让 δ 和误差矩阵范数控制在 10−14 以内。
因此需要用 double或 long double进行运算。除去生成 A,B,C 外的复杂度为 O(4n)。

一份标准程序的 CP 分解部分使用了梯度下降法，但调高了学习率（变化幅度），并且
若收敛速度过慢或不收敛（出现 inf 或 nan），重新运行直至找到一组解。这在远低于
题目限制的时间内就可以获得一组精度足够的解。在 OJ 上最大时间约为 300 ms。
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