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1 题目简述
给定一个长度为 2n 的 0/1 序列 a，最初所有元素均为 0。需要执行 q 个操作：

1. 翻转操作：给定一个下标 i，翻转 ai 的值。

2. 查询操作：给定一个下标 i，计算所有满足 j ⊆ i 的 aj 的异或和（即 j 的二进制位是 i 的子集）。

数据范围：n = 32，q = 106。

2 解题过程

2.1 算法一
2.1.1 算法 1.1

我们维护一个长度为 2n 的 0/1 序列 a。

• 对于翻转操作，如果要翻转的下标是 i，我们枚举所有前 n/2 位与 i 相同且后 n/2 位是 i 的超集
的下标 j，并翻转每个对应的 aj。

• 对于查询操作，如果要查询的下标是 i，我们枚举所有后 n/2 位与 i 相同且前 n/2 位是 i 的子集
的下标 j，并计算这些 aj 的异或和。

时间复杂度：每个操作的时间开销为 O(2n/2)。

2.1.2 算法 1.2

考虑将 64 位压缩为一个整体。
我们将每 64 个相邻的序列元素存储在一个 unsigned long long 中，从而将序列长度缩小到原来的

1/64。

• 对于翻转操作，如果要翻转的下标是 i，我们对位置 ⌊i/64⌋ 的 unsigned long long 进行按位异
或 2i mod 64 的操作。

• 对于查询操作，如果要查询的下标是 i，我们直接查询位置 ⌊i/64⌋ 的子集异或和（也是一个
unsigned long long），然后手动计算我们想要的位的异或和，它们对应着 i mod 64 的子集。

时间复杂度：每个操作的时间开销为 O
(
2(n−log w)/2

)
，其中 w 为计算机的字长（本文中为 64）。

2.1.3 算法 1.3

我们代替前一半、后一半的划分，改为将 n 个二进制位划分为奇数位和偶数位。
这个变化提升了缓存友好性。虽然不改变时间复杂度，但显著减小了常数因子。
时间复杂度：每个操作的时间开销为 O

(
2(n−log w)/2

)
。
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2.2 算法二
2.2.1 算法 2.1

算法一在翻转下标中 0 位占多数且查询下标中 1 位占多数时表现最差。
针对这样的数据，我们引入第三个做法：

• 对于翻转操作，如果要翻转的下标是 i，我们直接枚举 i 的所有子集 j，并翻转每个对应的 aj。

• 对于查询操作，如果要查询的下标是 i，我们直接枚举 i 的所有子集 j（其中 i 表示 i 的按位取反），
并计算这些 aj 的异或和。

我们可以通过容斥原理来证明这个做法的正确性。
对于任意一对翻转和查询下标 (i, j)，考虑它们共同的中间下标 h 的个数（即 i 贡献给 h，且 h 贡献

给 j 的下标）。
这些 h 可以是 i 中 1 位与 j 中 0 位交集的任意一个子集。

• 如果 i ⊆ j，则交集大小为 0，这样仅有 1 个 h = ∅，数目为奇数，贡献不被抵消。

• 如果 i ⊈ j，则交集大小至少为 1，这样恰有 2k（k ≥ 1）个 h，数目为偶数，贡献互相抵消。

采用这个做法，反而在翻转下标中 1 位占多数且查询下标中 0 位占多数时表现最差。
时间复杂度：每个操作的时间开销为 O

(
2n−log w

)
。

2.2.2 算法 2.2

使用不同做法处理每一位。
我们预定义一个初始设置 S，它是一个长度为 n 的字符串，每个字符为 A、B 或 C。
对于每一位：

• A：枚举查询中对应位为 1 的位，保持其他位不变。

• B：枚举翻转中对应位为 0 的位，保持其他位不变。

• C：枚举翻转中对应位为 1 的位和查询中对应位为 0 的位，将其他位变为 0。

共有 3n 个可能的初始设置 S。每个初始设置对应不同的算法，这些算法都是正确的，但时间开销不
同。我们的目标是选择一个好的初始设置，最小化总和时间开销。
对于给定的初始设置 S，设 A、B 和 C 分别为使用做法 A、B 和 C 的集合。使用初始设置 S 的算

法如下：

• 对于翻转操作，如果要翻转的下标是 i，枚举所有在 (i ∩ B) ∪ (i ∩ C) 中的位可以是任意值，并且
i ∩ (A ∪B) 中的位必须为 1 的下标 j。对每个这样的 j 执行翻转操作。

• 对于查询操作，如果要查询的下标是 i，枚举所有在 (i ∩ A) ∪ (i ∩ C) 中的位可以是任意值，并且
i ∩B 中的位必须为 1 的下标 j。计算这些 j 的 aj 的异或和。

单个操作的时间开销为 2k，其中 k 等于“可以是任意值”位的个数。
所有 q 个操作的总和时间开销是各个操作时间开销的总和。由于不同初始设置有不同的时间开销，我

们希望选择一个能最小化总和开销的初始设置。
如果我们等概率随机选择一个初始设置，算法 2.3中的分析表明这样做的期望时间开销为 O

(
(4/3)n

)
。

时间复杂度：期望每个操作的时间开销为 O
(
(4/3)n−log w

)
。

2.2.3 算法 2.3

为了证明期望时间复杂度为 (4/3)n，我们分析所有 3n 个初始设置总和时间开销相加的和。
考虑一个翻转操作。对于所有 3n 个初始设置，这个操作给所有初始设置贡献的时间开销之和等于

4n，这与翻转下标 i 的具体值无关。

• 对于 i 中的每一个 0 位，如果初始设置为 B，则该位为一个“坏位”。

• 对于 i 中的每一个 1 位，如果初始设置为 C，则该位为一个“坏位”。
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每个坏位都可以任意取 0/1，导致枚举空间扩大一倍。因此，总和时间开销的和等于 (1+1+2)n = 4n。
同理，对于一个查询操作，时间开销贡献之和也是 4n。
然而，期望时间复杂度为 (4/3)n 只能保证对于任意 c > 1，存在 1 − 1/c 的概率时间开销不超过

c(4/3)n。这意味着存在较高的概率时间开销爆炸，这是不可接受的。
为缓解此问题，我们可以离线所有操作，随机选择 10 个初始设置，计算它们的实际时间开销，并选

择其中开销最小的初始设置。这样，时间开销爆炸的概率降至 1− (1/c)10。例如，时间开销翻倍或更多
的概率仅为 1/1024，这是可以接受的。
时间复杂度：期望每个操作的时间开销为 O

(
(4/3)n−log w

)
。

2.3 附注
2.3.1 附注一

关于使用不同做法处理每一位的正确性证明。
我们可以这样推理：固定一对翻转和查询下标 (i, j)，考虑它们共同的中间下标 h 的个数是奇数还是

偶数。对于每一位，考虑 h 可以取的值的个数：

• 如果做法为 A 或 B，且 i 在该位为 1、j 在该位为 0，则 h 在该位恰有 0 个可行取值。

• 如果做法为 C，且 i 在该位为 1、j 在该位为 0，则 h 在该位恰有 2 个可行取值。

• 其他情况，h 在该位恰有 1 个可行取值。

根据乘法原理，中间下标 h 的个数是每一位可行取值个数的乘积。这表明，如果至少有一位满足 i 在
该位为 1 且 j 在该位为 0，那么 h 的数目为偶数（0 或者 2 的幂），贡献互相抵消。否则 h 的数目为 1，
贡献不会抵消。也就是说，贡献仅在 i ⊆ j 时发生。

2.3.2 附注二

关于为什么做法只有三个。
三个做法对应的是将一个矩阵分解为两个矩阵乘积的三个不同算式：

(A)

[
1 0
0 1

] [
1 1
0 1

]
=

[
1 1
0 1

]
mod 2

(B)

[
1 1
0 1

] [
1 0
0 1

]
=

[
1 1
0 1

]
mod 2

(C)

[
1 0
1 1

] [
1 1
1 0

]
=

[
1 1
0 1

]
mod 2

2.3.3 附注三

关于平均操作时间开销下界。
虽然 (4/3)n 是一个显然的上界，但我只能证明平均操作时间开销的下界为

(√
13−1
2

)n

，约为 1.303n，
对比朴素的折半算法为 1.414n。
考虑这样生成输入数据：每个操作以 50% 的概率为翻转或查询。翻转下标 i 的每一位以概率 p 为 0，

1− p 为 1 独立随机。查询下标 i 的每一位以概率 q 为 1，1− q 为 0 独立随机。
对于任意一个初始设置 S，记 A、B 和 C 分别表示使用做法 A、B 和 C 的集合，它们的占比为 a、

b 和 c，其中 a, b, c 是 1/n 的非负整数倍，并且满足 a+ b+ c = 1。对于这个初始设置：

• 翻转操作的平均时间开销为 (1 + p)bn(2− p)cn。

• 查询操作的平均时间开销为 (1 + q)an(2− q)cn。

一个恶意的输入数据会选择 (p, q) 来最大化底数：

max
(
(1 + p)b(2− p)c, (1 + q)a(2− q)c

)
通过指定 p = q = 5−

√
13

2 ≈ 0.697，也就是方程 1+ x = (2− x)2 的解，我们发现 (2− x)2 max(a,b)+c ≥
2− x ≈ 1.303。当且仅当 a = b 时取到等号。
因此，按照这样生成数据，无论初始设置如何，都无法实现小于

√
13−1
2 的底数。
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值得说明的是，如果已经明确输入数据是按照上述方式生成的，则存在一个通用的三元组 (a, b, c)，
无论参数 (p, q) 如何，都能实现底数

√
13−1
2 。该三元组为

(
1−x
2 , 1−x

2 , x
)
，其中 x = 1√

13
≈ 0.277，大约

是 (36%, 36%, 28%)。可以验证，当 (a, b, c) =
(
1−x
2 , 1−x

2 , x
)
时，(1 + p)(1−x)/2(2− p)x 的最大值确实为

√
13−1
2 。
注意，在该三元组中，方法 C 的使用频率低于 1/3。少使用 C 大概是因为其在两种情况下会出问题

（翻转的 1 位和查询的 0 位），而方法 A 和 B 仅在一种情况下会出问题。
尽管重要的是平均时间，但方差也不可忽视。单个操作的时间开销标准差有一个上界，称为常数的 n

次方，q 个操作平均时间开销的标准差则与 √
q 成反比。但对于 q = 106 来说，这个偏差其实不可忽视。

基于我能够生成的数据，即使当 (a, b, c) = (1/3, 1/3, 1/3) 而非 (36%, 36%, 28%) 时，1.303n 仍比
1.333n 预测实际表现更加准确。然而，我没有能力证明这一点。

3 命题思路
这个问题本身是一个经典问题，算法 1.1 对于学习信息学奥林匹克竞赛的人耳熟能详。
三年前，我就思考过是否能将这个问题的时间复杂度优化到 O(2n/2) 以下。
在 2024 年 10 月，我重新审视了这个问题，并询问了许庭强学长他是否知道这个问题已知的最优复

杂度。
许庭强学长声称目前的最优复杂度是 O(2n/3)，但他忘记了具体的算法。
随后，我尝试自行还原该算法。有了复杂度的提示，经过一番思考，我推导出了如上所述的期望

O
(
(4/3)n

)
的算法。我与许庭强学长讨论后，发现他提到的算法实际上并不存在。
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