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 《无限地狱》命题报告  

 

题目大意  

将  的所有整数划分成三个集合，要求任意两个属于不同集合的元素之和不在剩下的
那个集合之内。集合之间是无序的。

求方案数，对  取模。
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题解  

算法  

暴力枚举集合划分，并判断是否满足题意。

朴素实现复杂度为 ，可以通过子任务 ，期望得分  分。
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算法  

对暴力搜索进行剪枝，如果已经不满足题意就直接返回，不继续搜索。

此时代码速度没有质的改变，原因是若允许含空集，答案相当大，而这部分答案为 。

而对于三个集合都非空的情况，其实方案数是不多的。考虑先钦定三个集合里的某个数，再

结合剪枝进行搜索。

可以做到较快的指数级复杂度，可以通过子任务 ，期望得分  分。

算法  

由于指数级复杂度已无法满足我们的需求，于是尝试找出若三个集合非空，他们所拥有的性

质。

不妨设三个集合按照最小元素的值升序排序后依次为 。设  为  中
元素升序排序后的第  个元素。同理于 。设 。

引理  

对于 ，若  且 ，有 （如果在值

域内）。同理于 。

证明：

若 ，有 ，又 。

若 ，有 ，又 。

引理  

对于  且  整除  与 ，若  且 ，假设对于 
 与  ，有 。那么 ，有 

。同理于 。

证明：

考虑如下的一个构造过程。若 ，将其变为 ，反之变为 。由于 
，这是一定可以操作的。
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这相当与在  意义下，合并  与  的两个等价类。由裴蜀定理可知，在 
 的意义下，同一等价类中的两个数在  中的存在性是一致的。

定理  

对于  且 ，则 ，有 。同理于 。

证明：

使用数学归纳法。

对于 ，  显然 。

对于 ，设 ，假设若 ，有 。

设 ，由引理  可知， 对于  ，有 。

由于 ，由引理  可知，对于  ，有 。

而 ，于是我们从  成立得到了  成立。

推论  

对于任意 ，若  且 ，则对于 
，有 。同理于 。

证明：

若一个集合没有出现矛盾，则他的子集也不会出现矛盾。

取出所有  的数，要求这些数之间没有矛盾，于是这便是一个可以应用定理  的子问
题。
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定理  

有  恒成立。

证明：

仍然考虑定理  证明中的归纳过程。

显然有 。尝试证明若对于 ，有 ，则 。

使用反证法，假设  且 。下述过程若无特殊说明，均默认值域 
。

若对于 ，有  成立。则 ，有 。

由推论  知 ，同时若 ，则其属于 。 

又 ，故  可以取遍所有满足  且  
 的 。于是 ，这与  的顺序矛盾。

另一方面，若 ，使得 ，则对  与 
，都有 。

又对  与 ，都有 （若 
）。

这相当于在模  意义下，若  与  均 ，则他们都属于 。

因为 ，于是这可以取完模  意义下的除了  以外的所有等价类。

又由于 ，故出现矛盾。

定理  

有  整除 。

证明：

若对 ，有 ，则由于  间的大小关系，有 。
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另一方面，若存在 ，使得 ，则有 ，而 
。

通过以上结论，我们可以知道，对于 ，唯一的限制是  
与  需要和他在一个集合内。

对于剩余部分，限制是由他们内部带来的。由于 ，我们可以先将其除以  再考虑。发
现这类似一个规模更小的子问题， 但限制会有所不同。如原先的  内要互素，可以为空集
等。

现在，我们已经发现了足够多的这个结构所具有的性质，尝试设计 dp 来解决这个问题。

设  表示总方案数。考虑分类讨论计算贡献。

当  中所有数都为  的倍数时，有 ，且对 ，都有 。‘

考虑保留所有  的倍数，并将他们除以 ，得到 。

此时  内的  应为 。  可为空集，或者满足顺序 。

设  表示这种情况下的方案数，这一部分对  的贡献为 。

考虑  的转移式，使用莫比乌斯反演消去  的限制。

对于  为空集的情况，唯一的要求是 。贡献为 
。

对于  非空的情况，根据定理 ，此时非  的倍数的数一定在  中，于是可以将所有数
先除以  再判断合法性。需要考虑  中不含  倍数的情况。

这一部分的贡献为 。

这两种情况求和号外面的部分均为  时的 corner case。

综上，有 。

当  中存在不为  倍数的数时，此时  均可为空集。

设  为这部分的方案数，对  的贡献为 。

转移推导和  是类似的。对于  均为空的情况，方案数为 。



对于  中存在一个空集的情况，方案数为  。

对于  均非空的情况，方案数为 
。

综上，有 。

暴力转移，时间复杂度 。可以通过子任务 ，期望得分  分。

算法  

注意到对于 ，我们有经典转移式 。

于是我们事实上可以使用整除分块优化转移，所有转移对的数量是  的。

需要对所有状态预处理  的次幂等需要的系数，不然复杂度可能会多一个 。

时间复杂度 ，可以通过子任务 ，期望得分  分。

算法  

使用杜教筛的思想，预处理前若干项 dp 值。那么现在的问题是如何快速求出  的 dp 
值。

发现我们可以对差分进行 dp，这样除法下取整就变为了整除，可以  的求出。

总时间复杂度 ，可以通过子任务 ，期望得分  分。

如果只使用了快速求前  项的算法而没有使用整除分块加速的话，可以通过子任务 。

参考资料  

题目背景经作者授权，节选并改编自 www.bilibili.com/read/cv5014463。
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