
环上排序信息最优分割 解题报告  

1. 简要题意  

    给定一些序列排成环，要求在每个序列上切一刀，相邻两个序列的后半部分和前半部分拼起来形成
新的序列，最小化所有新序列的代价和。代价定义为加入  和  后排序后相邻两项之差的平方的
和。

    Subtask1（10pts）： ；

    Subtask2（20pts）： ；

    Subtask3（30pts）： ；

    Subtask4（40pts）： ；

2. 解题过程  

    用  表示 。

算法 1  

    使用动态规划求答案。

    先枚举第一段的分界点，设  表示分了前  段，第  段的分界点是  的最小代价，转移时枚
举上一段的分界点，总复杂度 ，期望得分  分。

算法 2  

    用转移函数的性质优化 dp 转移。

    设  表示从分界点  到分界点  的一段区间的代价。考虑  关于  的差分，即 
 的值，它等于向有序数列中某相邻两数之间插入一个数产生的代价，设为  和 

，而差分的值等于 。当  的值增加  时，相当于删除
一个数。若没有删除  和 ，那么差分的值不变；若删除其中之一，不妨设删除 ，那么这个差分
的变化量是 ，整理可知一定 。因此

我们的代价函数实际上满足四边形不等式。打表亦可看出这点。

    因此可以采用决策单调性分治完成 dp 的转移优化。  的值不好计算，但如上所述在端点移动的时
候  的值的变化量是容易计算的，用 std::set  一类的有序结构维护即可。而决策单调性分治过程中使

用类似莫队的方法指针移动计算贡献不改变复杂度。具体来说，在分治 solve(ls, rs, lt, rt)  表示 
 的决策区间是  的过程中，我们需要计算出的是  中的每个端点到  的中点的

代价值，这个扫描的距离是区间长度级别，而进出内层分治的过程也不会产生额外的代价，于是总的指

针移动量还是一个  级别。

    于是复杂度优化到 ，期望得分  分。

算法 3  

    枚举起点的时间太浪费了，考虑用环的性质优化。
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    设对于起点为  的最优决策点依次是 ，那么一定存在一组最优的  使得，对于
任意 ，我们有 。感性理解是，如果把原序列从上往下排好，把决策过程画成折线，那

么所有的折线不交。这是因为，假设上式不成立，那么取第一个满足  的 ，将这个位置及之
后所有的决策点对应交换，总代价是一个包含变成相交的形式，一定不劣。

    那么一个起点的决策点的范围实际上可以被别的决策点限定，也就是其实可以采用类似的分治思
路。

    把最短的序列放到开头，对其分治。当计算一个起点的时候，我们在它目前的决策点范围里使用算
法 2 的分治求出它的实际决策点，然后它的决策点即可把它两边的起点对应的决策点范围分成相应的两
半。这样每个可能的端点会被内层分治计算  次，总复杂度 ，期望得分  分。

算法 4  

    优化指针移动过程。

    我们可以用链表维护有序集，这样可以  删除但不能快速插入。因此我们用栈存下所有的操
作，用撤销代替插入，即可去掉最后的 log 因子。总复杂度 ，期望得分  分。

3. 总结  

    本题是一道动态规划题，考察选手对于各种四边形不等式相关的性质和处理方法的了解，定位为简
单题。

    笔者在出题过程中有与集训队队员李静榕和笔者的同学史家丞的讨论，感谢他们对本题的贡献。
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