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1 题目描述

有一个 n 行 m 列的网格，网格上共有 (n+1)× (m+1) 个格点，其中

第 x 行第 y 列的格点用一个二元组 (x, y) 表示 (格点的行与列均从 0 开始

编号)。
初始时网格没有边，现在依次加入 (3m+ 1)n 条有向边：

1. 对于 0 ≤ i ≤ n− 1, 0 ≤ j ≤ m− 1 加入 Aj 条本质不同的从 (i, j) 到

(i+ 1, j + 1) 的有向边。

2. 对于 0 ≤ i ≤ n − 1, 0 ≤ j ≤ m 加入 Bi + Cj 条本质不同的从 (i, j)

到 (i+ 1, j) 的有向边。

3. 对于 0 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ j ≤ m 加入 Dj 条本质不同的从 (i, j) 到

(i+ 1, j − 1) 的有向边。

现在令对于满足 0 ≤ x ≤ n, 0 ≤ y ≤ m 的整数 x, y，定义 W (x, y) 表示

(0, 0) 到 (x, y) 有多少条本质不同的路径，不难证明路径的个数是有限的。

现在你需要求出
∑n

i=0

∑m
j=0W (i, j)EiFj mod p 的结果。

2 输入格式

第一行输入三个正整数 c, n,m, p，第一个数表示子任务编号 (特别的，
样例中的 c 表示该样例的满足的限制与第 c 个子任务所满足的限制相同)，
第二个数与第三个数描述网格的大小，第四个数表示答案需要取模的模数。

第二行输入 m 个数，其中第 i 个数表示 Ai−1 的取值。

第三行输入 n 个数，其中第 i 个数表示 Bi−1 的取值。

第四行输入 m+ 1 个数，其中第 i 个数表示 Ci−1 的取值。

第五行输入 m 个数，其中第 i 个数表示 Di 的取值。

第六行输入 n+ 1 个数，其中第 i 个数表示 Ei−1 的取值。

最后一行输入 m+ 1 个数，其中第 i 个数表示 Fi−1 的取值。

3 输出格式

输出一行一个整数表示
∑n

i=0

∑m
j=0W (i, j)EiFj mod p 的结果。
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4 数据范围

对于所有数据，保证 1 ≤ n,m ≤ 2×105, 1 ≤ p ≤ 109，0 ≤ Ai, Bi, Ci, Di, Ei, Fi <

p，不保证 p 为质数，但对于 p ̸= 998244353 的数据满足 1 ≤ n,m ≤ 105。

子任务编号 子任务分值 n ≤ m ≤ Ai Bi Ci Di Ei Fi p = 998244353

1 3 5000 5000 - - - - - - 是

2 5 2× 105 2× 105 - = 0 = 1 = 0 - - 是

3 8 2× 105 2× 105 - - = 0 = 0 - - 是

4 8 2× 105 2× 105 - = 0 - = 0 - - 是

5 5 2× 105 2× 105 - - - = 0 - - 是

6 15 2× 105 2× 105 - - - - - = [i = m] 是

7 16 2× 105 20000 - - - - - - 是

8 16 2× 105 2× 105 - - - - - 有且仅有一个位置非 0 是

9 9 2× 105 2× 105 - - - - - - 是

10 15 105 105 - - - - - - 否

表格中的 - 表示无特殊性质。
时间限制：9s，空间限制：1024MB。

5 解题过程

5.1 算法一

令 dpx,y 表示 (0, 0) 到 (x, y) 的路径条数，直接按照题意 dp 即可。

时间复杂度为 O(nm)，可以通过子任务 1 得到 3 分。

在下文关于复杂度的描述中，若无特殊说明，我们将认为 n与 m同阶。

5.2 算法二

考虑 Bi = Di = 0, Ci = 1 的情况，此时可以考虑将 x 看作一个时间维，

将其视作在一条横线上从 0开始 x步走到 y，由于路径并不会下降，路径一

定是顺着从 0走到 y再添加 x−y个自环，不难得到W (x, y) =
∏y−1

i=0 Ai

(
x−1
y−1

)
，

令 tAi =
∏i−1

j=0Aj，则有
∑n

i=0

∑min(i,m)
j=0 W (i, j)EiFj =

∑n
i=0 (i− 1)!

∑min(i,m)
j=0

tAjFj

(j−1)!
1

(i−j)!
，

这是一个卷积的形式，可以使用 NTT 做到 O(n logn)。
时间复杂度为 O(n logn)，可以通过子任务 2，结合算法一可以获得 8

分。
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5.3 算法三

考虑 Ci = Di = 0 的情况，此时走出的自环的代价与时间有关，考虑

将其看作时间的舍去，舍去一个时间 i 会产生 Bi 的贡献，那么 W (x, y) =

K(x, x − y)
∏y−1

i=0 Ai，其中 K(x, y) 为在 B [0, x − 1] 的部分中选择 y 个元

素的乘积和。考虑设计一个元 z，构造一个多项式 P (z) =
∑m

i=0 FitAiz
i，如

果要求
∑x

i=0 W (x, i)Fi，实际上相当于对于 [0, x− 1] 的元素 i，不选择即为

乘 z−1，选择即为乘 Bi，最后求 [z0]P (z) 的值。

考虑对其建立一颗线段树，对于区间 [l, r] 维护在处理完 [0, l − 1] 的

操作指数在 [0, r − l] 部分截断后得到的多项式 p[l, r]，并再之后从线段树

上往下递归求出每一个节点所对应的多项式，具体的令 mid = ⌊ l+r
2
⌋ 则有

p[l,mid] = p[l, r], p[mid+ 1, r] = p[l, r]
∏mid

i=l (z
−1 +Bi)，并在操作之后截断，

对于
∏mid

i=l (z
−1 + Bi) 的部分需要我们一开始在线段树上对每一个节点 [l, r]

求出 w[l, r] =
∏r

i=l(z
−1 +Bi)，可以自底而上合并得到。

线段树的每一层，若长度为 len，则需要进行一次长度为 len 的多项式

乘法，根据主定理可以得到复杂度为 O(n log2 n)，可以通过子任务 3，结合

算法一二可以获得 16 分。

5.4 算法四

考虑Bi = Di = 0的情况，如果将式子写为
∑n

i=0Ei

∑min(i,m)
j=0 tAj[x

i−j] 1∏i
j=0(1−Cjx)

Fj，

实际上我们仅需求出
∑m

i=0 tAiFi
xi∏i

j=0(1−Cjx)
即可，如果一开始乘上

∏m
i=0(1−

Cix)那么即为
∑m

i=0 tAiFix
i
∏m

j=i+1(1−Cjx)。仍然考虑建立线段树，每一个

节点 [l, r] 维护 p[l, r] =
∑r

i=l tAiFix
i−l

∏r
j=i+1(1−Cjx)，多项式的次数不超

过 r− l，转移即 p[l, r] = p[l,mid]
∏r

i=mid+1(1−Cix)+ p[mid+1, r]xmid−l+1。

由于要求如 w[l, r] =
∏r

i=l(1−Cix)的形式，在线段树上同样可以预处理好，

最终乘上
∏m

i=0(1− Cix) 的逆元即可得到答案。

复杂度为 O(n log2 n)，可以通过子任务 2, 4，结合算法一三可以得到 24

分，如果将得到的多项式代入算法三的思路可以得到一个仅需满足 Di = 0

的做法，可以通过子任务 2, 3, 4, 5，结合算法一可以得到 29 分。
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5.5 算法五

考虑 Fi = [i = m] 的情况，由于加入了 i 向 i− 1 的边，路径形态会十

分复杂，不便分析。首先 Bi 可以根据算法三的想法将其去除，此时如果换

个角度考虑将原图看作一个矩阵，仍将 x 看作时间维，那么相当于有一个

(m+ 1)× (m+ 1) 的矩阵 A 和若干个 k 要求 (Ak)0,m，注意到当 k < m 时

(Ak)0,m = 0，(Am)0,m = tAm，对于矩阵大小规模的幂我们都可以快速求出，

这启发我们利用特征多项式的性质：对于 A 的特征多项式 F 有 F (A) = 0。

实际上这个结论是非常有效的，由于特征多项式的次数为 m，对于 k > m

的 k 我们总可以将 Ak 替换为 −
∑m−1

i=0 fm−iA
k−i ，于是我们可以得到答案

的递推式 ansx = tAx −
∑m−1

i=0 fm−iansx−i。

现在的问题在于如何快速求解特征多项式，如果求出了特征多项式，直

接求逆即可做到 O(n logn)求 ans。注意到该矩阵实际上是一个上海森堡矩

阵，可以直接利用行列式的定义求解，相当于一个 n 个点的图，可以用经

过 i 的自环覆盖，有 z −Ci 的贡献，也可以用 i, i+ 1 间的二元环覆盖，有

−AiDi+1 的贡献，要求最终覆盖掉所有点，考虑将其看作一个对 1× 2的多

项式向量的线性变换，每次相当于乘上 2× 2 的矩阵

[
0 −Ai−1Di

1 z − Ci

]
，使用

分治来优化求乘积即可做到 O(n log2 n)。

可以通过子任务 6，结合算法一四可以得到 44 分。

5.6 算法六

考虑 m ≤ 20000 的情况，先采用 O(m2) 的 dp 求出 ans 在 [0,m] 处的

值，再求逆即可得到 ans 在 [0, n] 位置的值。

实际上如果注意到 ans 具有 O(m) 的线性递推式，可以使用 BM 算法
O(m2) 求出递推式，同样可以通过该档子任务。

可以通过子任务 7，结合算法一四五可以得到 60 分。

5.7 算法七

考虑 Fi 有且仅有一个位置非零的情况，由于终点不一定是 m 了，这

也就意味着对于终点 t，在 [t + 1,m] 的部分不一定为 0，仍要能快速算出，
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这样就并没有使得问题得到简化。但实际上可以发现由于路径要从 0 之后

要再回到 t，由于路径是连续的，中间有很多位置是不会走到的，如要 k 步

从 0 走到 t，令途中 h，则有 h+ h− t ≤ k，那么实际上 h ≤ ⌊ t+k
2
⌋，这也

就意味着如果要求 k 步的答案，仅保留 [0, ⌊ t+k
2
⌋] 的部分的特征多项式是足

够的！此时可以通过建立递推式将 k 变为若干个 [0, ⌊ t+k
2
⌋] 的子问题，每一

次迭代都会使 k − t 减半，O(log) 轮后 k 就变成了 t，这样就好办了。

但是每一次 k 迭代为 [0, ⌊ t+k
2
⌋] 时变成了太多的子问题，不可以对每

一个子问题都做，实际上可以考虑用倍增尽量充分的保留信息，初始时令

k = t，每次通过 [k, t] 部分的结果，来推出 [k, 2t − k + 1] 的结果，特征

多项式仅需用到 ⌊2t−k+1+k
2

⌋ = t 的部分，可以求逆得到 [t + 1, 2t − k + 1]

部分的结果。由于每次需要 O(n log2 n) 求特征多项式，而倍增时长度和为

n+ n
2
+ n

4
+ ... = O(n)，复杂度为 O(n log2 n)。

可以通过子任务 6, 8，结合算法一四六可以得到 76 分。

5.8 算法八

当模数为质数的时候，由于求逆元是良定义的，存在一种简单的维护

消元的做法。考虑设一些下标为位置指数为步数的多项式组 G，有 [xj]Gi

表示从 i 出发走 j 步所有方案走到的位置的 F 之和，则有 Gi = AixGi+1 +

DixGi−1 + CixGi + Fi，通过移项可以得到 Gi+1 =
(1−Cix)Gi−DixGi−1−Fi

Aix
。

令 Hi = Gix
i 则可以得到 Hi+1 = (1−Cix)Hi−Dix

2Hi−1−Fi

Ai
，如果令 Hi =

aiH0 + bi，则有 ai+1 = (1−Cix)ai−Dix
2ai−1

Ai
, bi+1 = (1−Cix)bi−Dix

2bi−1−Fi

Ai
，a, b

都可以表示为一个多项式的线性变换的形式，可以统一在一个 3 × 3 的

矩阵中，通过分治维护矩阵乘法可以 O(n log2 n) 求解，由于有 Hm+1 =

am+1H0 + bm+1 = 0，则 H0 = − bm+1

am+1
，使用求逆可以快速求出 G0 = H0。

但是可能存在 Ai = 0 的情况，注意到令第一个满足 Ai = 0 的位置为

d，则 ≥ d 的部分都不会被走到，可以直接去除，由于此时所有的 A 都具

有逆元，求逆是可以定义的。

时间复杂度为 O(n log2 n)，可以通过子任务 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9，可以

得到 85 分。
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5.9 算法九

由于模数不一定为质数，求逆无法直接定义，维护消元的做法扩展

mod pk 不方便处理，而且需要进行 excrt 合并。考虑直接顺序将走 i 步到

达的所有位置的带权和求出，令其为 ansi，那么需要到 i时维护出 [0, i− 1]

的特征多项式，而我们需要求的是 [0, i− 1] 的特征多项式与 [0, i− 1] 的答

案的点积，这个看似是十分困难的，因为不同位置特征多项式的变换是一

个乘矩阵的变换。

但实际上这仍然是可以维护的，考虑将特征多项式的 z 看作 z−1，最后

求多项式 [z0]处的取值，考虑建立一颗线段树，对于每一个节点 [l, r]，我们

需要求出 [0, l− 1] 的部分在作用 [0, l− 1] 的矩阵的线性变换所得到的结果，

并截断仅保留指数在 [0, r− l]的部分，而在下传时左侧的已求出，先递归计

算 [l,mid]求解，在得到 ans在 [l,mid]的取值后为了计算 [mid+1, r]，我们

需要知道 [l,mid] 的部分对 [mid+ 1, r] 部分的影响，这部分为
∑mid

i=l ansiz
i

作用 [0,mid] 的线性变换，先将其化为
∑mid

i=l ansiz
i 作用 [0, l− 1] 的线性变

换再与原先要下传的信息统一作用 [l,mid] 的线性变换。

注意到求解
∑mid

i=l ansiz
i作用 [0, l−1]的线性变换中我们需要将 [l,mid]

变为 [0, r−l]，则有用的 [0, l−1]的线性变换的指标取值范围为 [−mid, r−2l]，

而 [0, l − 1] 有效的部分为 [−l, 0]，即我们仅需保留 [−l, r − 2l] 这个长度为

r − l 的部分即可。将 z−1 与 1 互换可以将其转化为保留 [−(r − l), 0] 的部

分，也就是说对于每一个节点 [l, r] 要维护 [0, l − 1] 的线性变换在一个长度

为 r − l 的区间的截断，这个是可以快速维护的。

在处理完后需要将 [l,mid] 所产生的贡献与对 [l, r] 的贡献合并后，需

要作用 [l,mid]的线性变换后再将贡献下放给 [mid+1, r]，这就需要一开始

在线段树上处理出每个节点的矩阵积用于查询 [l,mid] 的线性变换的作用

效果，注意的是每一次在下传标记时维护的都是一个 1× 2 的向量。

时间复杂度为 O(n log2 n)，可以通过所有子任务，可以得到 100 分。

5.10 算法十

实际上由于路径并非特别复杂，可以支持合并，还存在一种分治维护路

径信息的做法，对于线段树上的每一个区间 [l, r]，实际上是可以把 [l, r] 内
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的所有路径信息全部保留下来的。因为路径只会在 [l, r] 中，根据 [l, r] 中的

特征多项式，我们仅需保留步数在 [0, r − l] 之内的信息就可以将 [r − l,∞]

的部分推出来。

令当前考虑的区间为 [l, r]，对于 r − l + 1 ≥ 3，令 mid = ⌊ l+r
2
⌋，将其

分为 [l,mid− 1] 与 [mid+ 1, r] 两个子区间分别求出步数在 [0,mid− l − 1]

与在 [0, r −mid] 的路径信息，并用特征多项式将两侧所有路径信息均补全

至 [0, r− l]。令多项式 G[l, r]0/1,0/1/2 有 [xk]G[l, r]0/1,0/1/2 表示从 l/r 出发走

k 步最终到达 l/r 的方案数或任意位置的 F 值和，如果一条路径没有经过

mid，那么可以直接由 G[l,mid − 1] 与 G[mid + 1, r] 转移而来，否则其一

定是从出发点走到 mid 再走了若干条 mid 回到 mid 的路径后最终从 mid

到终点。

对于出发点到 mid 与 mid 到终点的路径都是比较容易由 G[l,mid− 1]

与 G[mid+1, r] 的信息得来的，关键在于 mid 回到 mid 的信息。实际上由

于 mid第一次回到 mid的多项式 H 是容易用 G[l,mid−1]与 G[mid+1, r]

的信息推出来的，最终只要求出 1
1−H
即可得到 mid 回到 mid 的信息。

时间复杂度为 O(n log2 n)，可以通过所有子任务，可以得到 100 分。

6 命题过程与致谢
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