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题目大意 2

题目大意

记 𝑔(𝑆) 表示 𝑆 中有多少子串同时也是 Thue-Morse 序列 [1] 的子串。

记 ℎ(𝑆) 表示将 𝑆 中所有 ? 替换为 0 或 1 后得到的串 𝑆′ 的 𝑔(𝑆′) 之和。

给定一个仅包含 0,1,?的字符串 𝑆，每次查询给出 𝑙, 𝑟，求 ℎ(𝑆𝑙𝑆𝑙+1 ⋯ 𝑆𝑟) mod
998244353。

数据范围

子任务 𝑛 ≤ 𝑚 ≤ 特殊性质 分值

1 15 15 A 10
2 20 2 × 105 无 10
3 5 × 104 2 × 105 A 5
4 5 × 104 1 BC 5
5 5 × 104 1 C 15
6 500 103 B 5
7 103 2 × 103 BC 5
8 5 × 103 105 C 10
9 2 × 104 105 无 15
10 5 × 104 2 × 105 无 20

特殊性质 A：𝑟 − 𝑙 + 1 ≤ 15；

特殊性质 B：𝑆 中 ? 的个数不超过 8；

特殊性质 C：𝑙 = 0。

时间限制：4s，空间限制：512MB。
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解题过程

Subtask 1

观察到，判断一个串 𝑆 是否是 Thue-Morse 序列的子串时，首次匹配成功
的位置下标不会很大，事实上，这个上界为 4 × 2⌈log2 |𝑆|⌉。

所以，只需要保留 Thue-Morse 序列的前 𝑂(|𝑆|) 项，在此基础上按照题意
模拟即可。

时间复杂度：𝑂(2𝑛 poly(𝑛, 𝑚))。

Subtask 2

在 Subtask 1 的基础上精细实现，记录每个串是否是 Thue-Morse 序列的子
串。

记 𝑐(𝑙, 𝑟) 表示将 𝑆𝑙𝑆𝑙+1 ⋯ 𝑆𝑟 中的 ? 替换成 0 或 1 得到 𝑇，所有 𝑇 的 𝑓(𝑇 )
之和。

这样，每一个 𝑐(𝑙, 𝑟) 都可以通过枚举计算出来。

那么，在查询 ℎ(𝑆𝑙𝑆𝑙+1 ⋯ 𝑆𝑟) 时，只需要计算每一个 𝑐(𝑙, 𝑟) 对答案的贡献。

具体地，记 𝑝(𝑙, 𝑟) = ∏𝑟
𝑖=𝑙(1 + [𝑆𝑖 = ?])，那么 𝑐(𝑙′, 𝑟′) 的贡献即为 𝑝(𝑙, 𝑙′ −

1) × 𝑝(𝑟′ + 1, 𝑟)。

时间复杂度：𝑂(2𝑛 + 𝑛2𝑚)。

Subtask 3（特殊性质 A）

考虑预处理所有长度 ≤ 15 的 01 串的 𝑓 值，并求出所有长度 ≤ 15 的包含
0,1,? 串的 ℎ 值，可以通过 dp 快速转移。

时间复杂度：𝑂(15 ⋅ 315 + 152𝑚)，精细实现可以做到 𝑂(315 + 152𝑚)。
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正解

方便起见，约定：

• 𝑎 ⊕ 𝑏 表示非负整数 𝑎, 𝑏 按位异或的结果；

• bit𝑘(𝑎) 表示非负整数 𝑎 在二进制下第 𝑘 位的值（从最低位开始为第 0
位）；

• 𝑤(𝑖) 表示 𝑖 在二进制下 1 个数的奇偶性。

• 字符串的下标均从 0 开始，且字符串 𝑆 的长度为 |𝑆|；

• 记 𝐴 + 𝐵 表示字符串 𝐴 和字符串 𝐵 拼接得到的字符串；

• 记 𝑆[𝑙 ∶ 𝑟] 表示字符串 𝑆𝑙𝑆𝑙+1 ⋯ 𝑆𝑟；

• rev(𝑆) 表示将 𝑆 翻转得到的字符串；

• 记 Thue-Morse 序列形成的 01 字符串为 𝑃，𝑃 将 01 取反得到的字符
串为 𝑃 ′；

• 若非空字符串 𝑆 是 𝑃 或 𝑃 ′ 的前缀，则称 𝑆 为 T.M. 串；

• 对于 01 字符串 𝑆，我们称满足 𝐴 + 𝐵 = 𝑆 且 rev(𝐴) 和 𝐵 都是 T.M.
串的二元组 (𝐴, 𝐵) 为 𝑆 的一组 T.M. 拆分。

由归纳法可得，𝑃 的第 𝑖 位表示的字符即为 𝑤(𝑖)。

Lemma 1 若 |𝑆| > 1，则 𝑆 为 Thue-Morse 序列的子串当且仅当 𝑆 存在
至少一组 T.M. 拆分。

Proof 1 一方面，若 𝑆(|𝑆| > 1) 为 Thue-Morse 序列的子串，不妨设 𝑆 =
𝑃[𝑙 ∶ 𝑟]，在 (𝑙, 𝑟] ∩ ℕ 找到 lowbit 最大的数 𝑖，则 rev(𝑃 [𝑙 ∶ 𝑖 − 1]) 和 𝑃 [𝑖 ∶ 𝑟]
均为 T.M. 串，故必要性得证；

另一方面，若 𝑆 = 𝐴 + 𝐵，且 rev(𝐴) 和 𝐵 均为 T.M. 串，则找到一个 𝑘 满
足 𝑘 ∈ ℕ, 2 ∤ 𝑘, 2𝑘 ≥ max(|𝐴|, |𝐵|)，设 𝑇 = 𝑃[0 ∶ 2𝑘 −1], 𝑇 ′ = 𝑃 ′[0 ∶ 2𝑘 −1]，
得出 𝑇 = rev(𝑇 ′)，且 𝐴 和 𝐵 均为 𝑆 或 𝑇 的前缀，𝑃 [0 ∶ 7 × 2𝑘 − 1] =
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𝑇 + 𝑇 ′ + 𝑇 ′ + 𝑇 + 𝑇 ′ + 𝑇 + 𝑇，所以无论 rev(𝐴), 𝐵 是 𝑇 还是 𝑇 ′ 的前缀，
𝐴 + 𝐵 一定是 𝑃 [0 ∶ 7 × 2𝑘 − 1] 的子串，故充分性得证。

由 Proof 1 也可以分析得到 𝑆 在 𝑃 中匹配的位置上界。

Lemma 2 若 𝑆, rev(𝑆) 均为 T.M. 串，则 |𝑆| 为 2 的非负整数幂。

Proof 2 反证法，若 |𝑆| 不为 2 的非负整数幂。

则 𝑆𝑖 = 𝑥⊕𝑤(𝑖) = 𝑦⊕𝑤(|𝑆|−1−𝑖)，故 ∀𝑖 ∈ [0, |𝑆|)∩ℕ，𝑤(𝑖)⊕𝑤(|𝑆|−1−𝑖)
为定值 𝑤(|𝑆| − 1)。

由于 |𝑆|不为 2的非负整数幂，那么一定可以找到非负整数 𝑘使得 bit𝑘(|𝑆|−
1) = 0 且 bit𝑘+1(|𝑆| − 1) = 1。

则当 𝑖 = 2𝑘 时，𝑤(|𝑆| − 1) = 𝑤(𝑖) ⊕ 𝑤(|𝑆| − 1 − 𝑖) = 1 ⊕ 𝑤(|𝑆| − 1)，导出
矛盾，故 |𝑆| 一定为 2 的非负整数幂。

Lemma 3 若 𝑆 = 𝐴 + 𝐵 + 𝐶(|𝐴|, |𝐵|, |𝐶| > 0) 且 (𝐴, 𝐵 + 𝐶), (𝐴 + 𝐵, 𝐶)
均为 T.M. 拆分，那么 |𝐵| 为 2 的非负整数幂。

Proof 3 发现 𝐵 和 rev(𝐵) 都是 T.M. 串，由 lemma 2 可得 |𝐵| 是 2 的非
负整数幂。

Lemma 4 对于任意 01 字符串 𝑆(|𝑆| > 1)，𝑆 的 T.M. 拆分个数不超过 2。

Proof 4 若 01 字符串 𝑆 = 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 + 𝐷(|𝐴|, |𝐵|, |𝐶|, |𝐷| > 0) 有三个
T.M. 拆分：(𝐴, 𝐵 + 𝐶 + 𝐷), (𝐴 + 𝐵, 𝐶 + 𝐷), (𝐴 + 𝐵 + 𝐶, 𝐷)。

则 |𝐵| + |𝐶|, |𝐵|, |𝐶| 均为 2 的非负整数幂，得到 |𝐵| = |𝐶|。

由于 𝐵 + 𝐶 + 𝐷 为 T.M. 串，故 𝐶0 = 𝐵0 ⊕ 1 且 𝐷0 = 𝐵0 ⊕ 1；
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由于 𝐶 + 𝐷 为 T.M. 串，故 𝐷0 = 𝐶0 ⊕ 1。

所以 𝐵0 ⊕ 1 = 𝐷0 = 𝐶0 ⊕ 1 = 𝐵0 ⊕ 1 ⊕ 1 = 𝐵0，导出矛盾，故 01 字符串
𝑆 至多只有两个 T.M. 拆分。

Lemma 5 若 |𝐴|, |𝐵|, |𝐶| > 0，则 (𝐴, 𝐵 + 𝐶), (𝐴 + 𝐵, 𝐶) 为 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 的
T.M. 拆分当且仅当 |𝐴|, |𝐶| ≤ |𝐵|，且 rev(𝐴 + 𝐵) 和 𝐵 + 𝐶 均为 T.M. 串。

Proof 5 一方面，若 |𝐴|, |𝐵|, |𝐶| > 0且 (𝐴, 𝐵+𝐶), (𝐴+𝐵, 𝐶)为 𝐴+𝐵+𝐶
的 T.M. 拆分，则 |𝐵| 为 2 的非负整数幂，假设 |𝐶| > |𝐵|，则和 Proof 4 类
似，有 𝐵0 ⊕ 1 = 𝐶|𝐵| = 𝐶0 ⊕ 1 = 𝐵0 ⊕ 1 ⊕ 1 = 𝐵0，导出矛盾，故 |𝐶| ≤ |𝐵|，
类似地 |𝐴| ≤ |𝐵| 同样成立。所以，必要性得证。

另一方面，若 |𝐴|, |𝐶| ≤ |𝐵|，|𝐴|, |𝐵|, |𝐶| > 0，且 rev(𝐴 + 𝐵) 和 𝐵 + 𝐶 均
为 T.M. 串，则 |𝐵| 为 2 的非负整数幂，由于 |𝐴|, |𝐶| ≤ |𝐵|，故 rev(𝐴), 𝐶
同样为 T.M. 串，故 (𝐴, 𝐵 + 𝐶), (𝐴 + 𝐵, 𝐶) 为 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 的 T.M. 拆分。
所以，充分性得证。

接下来考虑如何求出 𝑔(𝑆)，发现只需计算【所有子串的 T.M. 拆分个数之
和】减去【所有包含 2 个 T.M. 拆分的子串个数】。前者只需要枚举拆分的
分界点在 𝑆 中对应的位置，向左向右求出最长的 T.M.串长并计算贡献；后
者需要先枚举中间串 |𝐵| 的长度 2𝑘，然后枚举该串位置，再向左向右匹配
最多 2𝑘 个位置，计算贡献。

然后，接着 Subtask 2 的 idea，考虑计算拆分点对每一个 𝑐(𝑙, 𝑟) 的贡献。在
求 𝑔(𝑆) 的做法上，枚举一下拆分点或 𝐵 两边匹配 𝑃 还是 𝑃 ′，那么对 𝑐 的
贡献就是一次矩形加。

于是，现在的问题转化为，存在 𝑂(𝑛 log 𝑛) 次对 𝑐 的矩形加，最终查询：

∑
𝑙≤𝑙′≤𝑟′≤𝑟

𝑝(𝑙, 𝑙′ − 1)𝑐(𝑙′, 𝑟′)𝑝(𝑟′ + 1, 𝑟)

至此，问题已经完全转化为一道数据结构问题，考虑扫描线，可以使用线
段树、矩阵乘法解决（std 使用了历史和的写法，常数较小），时间复杂度
𝑂(𝑛 log2 𝑛 + 𝑞 log 𝑛)。
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其他部分分解法

• 取出 Thue-Morse 序列的前 𝑂(|𝑆|) 项，使用 SAM 匹配带 ? 字符串计
算贡献，运行时间与 ? 个数相关很大，能够获得不少的分数；

• 对于特殊性质 C，无需使用扫描线加线段树，可以直接差分计算贡献，
较大程度降低代码量；

• 对于 𝑛 较小的数据点，对于 𝑐 的矩形加可以使用二维差分解决，再
𝑂(𝑛2) 递推出所有 ℎ(𝑆[𝑙 ∶ 𝑟]) 即可；

• 对于一些基于枚举 ? 替换方式或复杂度与 ? 个数相关较大的做法，可
以获得特殊性质 B 的分数；

• 对于一些复杂度正确但常数略大的做法，留了一档子任务 9 的分数，
但 std 的运行时间约为 1s，并无刻意卡常。

总结与致谢

相关题目

本题在命题上的部分 idea，由该题 [2] 得到，在数据结构的使用上，与该题
[3] 类似。

总结

总体上，解决本题过程的思路流畅，各个结论需要选手循序渐进地推导，本
题综合考察了选手对 Thue-Morse 序列的理解、分析合法字符串性质以及使
用数据结构解决问题的能力，所用到的算法难度不高，但重在考察选手的思
维能力。
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