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Tresé

Dany jest skierowany graf acykliczny o n wierzcholkach, w ktérym pierwsze k
wierzchotkéw ma zerowy stopniu wejsciowy. Dla kazdego przedziatu wierzchot-
kéw [¢,7], spelniajacego k < ¢ < r < n, nalezy policzy¢é maksymalna liczbe
roztacznych wierzchotkowo $ciezek, ktére moga zaczynaé sie w pierwszych k
wierzchotkach, a konczyé w wierzchotkach o indeksach w tym przedziale. Na
wyjéciu nalezy wypisaé, dla kazdego x z przedzialu [0, k], dla ilu przedzialéw
odpowiedz jest réwna x.

Rozwigzanie

Dla kazdego wierzchotka, dynamicznie, policzymy sobie pewien wektor rozmiaru
k. Bedziemy pracowaé w ciele Z,, najlepiej dla jakiej$ duzej liczby pierwszej,
w optymalnym przypadku wiekszej niz 10'®. Dobrym pomystem jest wybraé
p = 261 — 1, ze wzgledu na to, ze dzieki jej reprezentacji w systemie dwdjko-
wym jesteSmy w stanie szybko wykonywaé¢ mnozenie dwoch liczb modulo owa
liczba pierwsza. Dla i-tego z pierwszych k wierzchotkéw, ustalonym dla niego
wektorem bedzie wektor ztozony z samych zer oraz jedynki na i-tej pozycji.
Dla kazdego wierzchotka o indeksie wigkszym niz k, jego wektorem bedzie su-
ma wektoréw wierzchotkéw do niego wchodzacych, przemnozonych przez losowe
wartosci z przedzialu [1, p—1]. Wszystkie wektory mozemy obliczy¢ dynamicznie
w zlozonosci O(mk). Po co nam one? Zaraz sie przekonamy.

Wybierzmy pewne k wierzcholtkéw z przedziatu [k + 1, n] i zastanéwmy sie,
czy mozemy wybraé k rozlacznych $ciezek, zaczynajacych sie w wierzchotkach
1,2,...,k, a konczacych sie w wybranych wierzchotkach. Spdjrzmy na ciag wek-
toréw tych wierzchotkow. Latwo zauwazy¢, korzystajac z wiedzy o przeptywach,
ze takie k $ciezek nie istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy mozemy zakazaé¢ co naj-
wyzej k—1 wierzcholtkéw, tak aby kazda Sciezka z ktéregokolwiek z pierwszych k
wierzchotkéw do ktoregokolwiek z wybranych k wierzchotkéw przechodzita przez
ktérys z zakazanych wierzchotkow. W szczegdlnosci, mozemy zakazywaé rowniez
startowych oraz koncowych wierzchotkéw. Co jesteSmy wtedy w stanie powie-
dzie¢ o wektorach wybranych wierzchotkow? Wszystkie sg rozpinane przez co
najwyzej k — 1 wektoréw zakazanych wierzchotkéw, a wiec nie sg one liniowo
niezalezne.
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W tym momencie moze pojawié¢ sie promyk nadziei, ze w przeciwnym przy-
padku mamy duze prawdopodobienstwo (zalezne od wybranej liczby pierw-
szej p), ze owy zbidr wektoréw bedzie liniowo niezalezny. Okazuje sie by¢ to
prawda! Co wiecej, mozemy posuwaé obserwacje dalej. Jesli minimalny rozmiar
zbioru, ktéry da sie zakazaé, aby przecia¢ wszystkie Sciezki prowadzace z pierw-
szych k wierzchotkéw do wybranego zbioru wierzchotkéw wynosi q, to wszystkie
wektory dla wybranego zbioru wierzchotkéw na pewno sa rozpinane przez pe-
wien zbiér g wektorow, wiec rzad macierzy powstalej przez ulozenie obok siebie
wektorow wybranych wierzchotkéw wynosi co najwyzej gq. Okazuje sie, ze rze-
czywiscie ma on duze prawdopodobienstwo wynosi¢ dokladnie q.

Pominiemy tutaj dowody, jesli jednak ktos jest zainteresowany, to polecamy
zapoznal sie z twierdzeniem Mengera oraz z lematem Schwartza-Zippela.

Zostajemy zatem z zadaniem, gdzie mamy dang macierz M o wymiarach
(n — k) x k i dla kazdego = € [0, k] mamy policzy¢ liczbe takich przedzialéw
wierszy tej macierzy, ze podmacierz ztozona jedynie z tych wierszy M ma rzad
dokltadnie x.

Zmniejszmy n o k, zeby n byto od teraz réwne liczbie wierszy w macie-
rzy M. Przeiterujmy sie¢ zatem od lewej do prawej po prawym konicu rozwaza-
nego przedzialu. Nazwijmy aktualnie rozwazany prawy koniec r. Istnieje taki
ciag f1, 42, {3, ... dtugosci co najwyzej k, ze wszystkie jego elementy sa dodatnie
i zachodzi r > ¢; > £y > ¢3.... Dodatkowo, przedzial [¢;,r] jest najkrétszym
takim przedziatem konczacym sie na r, ze rzad podmacierzy wyznaczanej przez
niego jest réwny ¢. Jak zmienia sie ciag ¢, /2, /3, ..., gdy przechodzimy z r — 1
do 7?7 Jedli r-ty wektor jest wektorem zerowym, to ciag nie zmienia sie wcale.
W przeciwnym razie mamy dwa przypadki. Albo r-ty wektor jest liniowo nie-
zalezny ze wszystkimi wierszami o indeksach z ciagu ¢4, 05, /s, ..., albo nie jest.
Jedli jest liniowo niezalezny, to chcemy dodaé r-ta pozycje do ciagu, jesli nie
jest, to mozemy jedna z wartosci w ciggu wymienié¢ na r. Oplaca sie wymienié¢
najmniejsza wartosé¢ z tych, ktére wymieni¢ mozemy, ale jak ustali¢, ktére z nich
mozemy wymieni¢, jest trudnym pytaniem.

Trzymajmy zatem czeéciowo zeschodkowang macierz odpowiadajaca wek-
torom na pozycjach z ciagu f1, 02,03, .... Dodatkowo, dla kazdego wiersza tej
macierzy, trzymajmy informacje jaka kombinacja liniowa wektoréw ze wspo-
mnianych pozycji w macierzy M on jest. Dzieki temu, jesli umiemy zapisaé r-ty
wektor jako kombinacje liniowa wierszy zeschodkowanej macierzy, to mozemy
tez ustali¢, jaka kombinacjg liniowa wierszy macierzy M on jest. Mozemy wy-
mieni¢ go na te wektory, ktére pojawiaja si¢ w tej kombinacji z niezerowym
wspotczynnikiem. Po takiej zamianie zeschodkowana macierz nie zmienia sig,
ale jeste$my w stanie w czasie O(k?) przeliczy¢ kombinacje liniowe wierszy ma-
cierzy M, ktore skladaja sie na wiersze zeschodkowanej macierzy.

W ten sposéb mozemy rozwiazaé cate zadanie w zlozonosci O(mk + nk?).
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