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Partition

Temur va trg ly cla anh, Ulug'bek, dang chuan bi mét tro do thudt cho chuong trinh Uzbekistan Got
Talent. Tro ao thuat nay xoay quanh viéc Temur gidi quyét mot bai toan phan hoach sau day: phan
chia mét b6 cac s6 nguyén duong da cho thanh K nhom khéng réng sao cho téng cac phan td
trong méi nhém déu bang nhau. Néi cach khac, mdi s6 nguyén trong bé phai dugc gan vao ddng
mot trong K nhom, va téng cac phan tlr trong moi nhdém phai bang nhau. Vi du, néu bd d3 cho la
2,1,6,4,5] va K = 3, mdt cach phan chia hop 1€ sé la [2,4], [1,5] va [6]. Trong trudng hop nay,

téng cac phan tr trong méi nhém chinh xac la 6.
Tro do thuat dugc thuc hién nhu sau:

e Ulug'bek va Temur vao cac phong riéng biét va khéng thé giao tiép v&i nhau.

e M6t thanh vién ban giam khdo dua cho Ulug'bek mét madng A gém N sé nguyén duong,
A0], A[1],...,A[N — 1], trong d6 mbi giad tri nam trong khodng tir 1 dén M (tinh ca hai
dau). Thanh vién ban giam khao cling dua cho Ulug'bek gia tri K.

e Ulug'bek chon té6i da K — 1 (kh6ng nhat thiét phai khac nhau) s6 nguyén dé thém nhuw cac
phan tr méi vao mang A. Moi s6 nguyén dugc thém vao cing phai nam trong khoang tir 1
dén M (tinh ca hai dau).

e Ban gidm khdo thém cac sé nguyén do Ulug'bek chon vao mang ban dau. Mang md réng
nay sau dé dugc sap xép theo thir tu khéng giam va dugc chuyén cho Temur, kém theo gia
tri cha K.

e Temur phai gidi quyét bai todn phan hoach cho madng mad rong va da dugc sap xép nay.

Nhiém vu cla ban la thiét ké va cai dat mét chién lugc cho Temur va Ulug'bek. Cé thé chirng minh
rang, v&i cac diéu kién rang budc da cho, luén tén tai mét chién luge cho phép ho gidi quyét thanh
céng bai toan phan hoach, bat ké mang A nao do ban gidm khao cung cap.

Chi tiét cai dat

Ban can thuc hién hai ham.

Ham ma ban can cai dat cho Ulug'bek la:

std::vector<int> add numbers (std::vector<int> A, int K, int M)

e A: mot mang co kich thudc N, biéu dién mang ban dau dugc cung cdp cho Ulug'bek.
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e K:s6 nhom mong mudn; luvu y rang Ulug'bek cé thé thém t6i da K — 1 s6 nguyén vao
mang.

e M: gia tri I6n nhat cho phép ddi véi mdi s6 nguyén ban dau va s6 nguyén méi dugc thém
Vao.

e Ham nay dugc goi ding mét lan cho mai trudng hop test.

Ham nay can tra vé mét mang C' chra cac s6 nguyén ma Ulug'bek muén thém vao mang ban dau.
Goi S la kich thudc cda mang C.

e S phdinhd hon hoac bang K — 1.
e Mbi phan tr cGia C phai nam trong khodng tir 1 dén M (tinh ca hai dau).

Ham ma ban can cai ddt cho Temur |a:
std::vector<int> find partition(std::vector<int> B, int K)

* B: mét mang cé kich thudc N + S chira ca cac s6 nguyén ban dau tir A va cac s6 nguyén
ma Ulug'bek da thém vao. Cac phan tir cia mang B dugc sap xép theo thir tu khong gidm.

K s6 lugng nhém muc tiéu.

Ham nay dugc goi ding mét Ian cho mai trudng hop test.
Ham nay can trd vé mét mang P biéu thi su phan hoach cda B thanh K nhém khong giao nhau.

¢ Kich thudc cda P phaibang N + S.

* V&imoijsaocho0 <j < N + S, P[j] biéu thi nhém ma B[j] thudc veé.

* Cac nhém can dugc danh s6 tir 0 dén K — 1, nghia la 0 < P[j] < K phai ding véi moi
0<j<N+S.

e VGi mbi ¢ nam gira 0 va K —1 (tinh cad hai dau), phdi c6 it nhat mot phan t&r j
(0 <j < N + S)saocho P[j] =i.

e T6ng cac phan t&r dugc gan cho moéi nhém trong sé K nhém phai giéng nhau.

Trong qud trinh cham thuc t€, mét chuong trinh goi cadc ham néu trén sé dugc chay dang hai lan.

* Trong lan chay dau tién cla chuong trinh:

© add numbers dugc goi mot lan duy nhat.

o Mang trd vé 1a mang dugc hé thong cham x&r ly dé tinh ra mang B.
e Trong lan chay th hai clia chuong trinh:

© find partition dugc goi motlan duy nhat.

Cac rang budc

3 < N <100000
2 < K <100000
e K<N
1< M <10°
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e 1< Afi] < M véimobiisaocho0 <i < N.

Cac subtask

Subtask Diém Cac rang budc thém
1 5 N =3
2 4 M=1
3 7 M <2
4 10 N<10
5 7 K =2
6 12 K <3
7 17 K <10
8 20 K <100
9 18 Khdéng cé rang budc nao thém.

Vi du
Xét 161 goi ham sau:
add numbers([8, 2, 9, 6, 1, 5, 5], 3, 9)

Trong vidu nay A = [8,2,9,6,1,5,5]. Ta muén phan hoach cac sé thanh K = 3 nhém. Ulug'bek c6
thé thém cacsé tir 1 dén M = 9.

Ham c6 thé trd vé [5,4], cé nghia la Ulug'bek quyét dinh thém S = 2 s6 nguyén mdi: 5 va 4. biéu
nay hop |é vi ca hai phan tlr déu nam gittalva M = 9.

Mang ma& rong sau d6 dugc sap xép va truyén cho Temur qua |0i goi sau:
find partition([1l, 2, 4, 5, 5, 5, 6, 8, 9], 3)
Ta c6 thé chia cac s6 nguyén tr mang nay thanh ba nhém sau: [1,5,9), [2,5,8], va [4,5,6]. Luu y

rang téng cta moi nhém nay bang 15. D& chi ra phan hoach nay, ham can trd vé mang
0,1,2,0,1,2,2,1,0].
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Trinh chdm mau
Pinh dang dr liéu vao:

N K M
A[O] A[1] ... A[N-1]

binh dang két qua ra:
Sau |61 goi ham add_numbers hoan tét, trinh chdm mau sé hién thi nhu sau:

e Tinh ra mang da dugc sap xép B.
* Inracac mang C va B theo dinh dang sau (két thic bé&i mot dong tréng):

S
CrLol €Ll ... CLS=1]
B[O] B[1] ... B[N+S-1]

Sau khi 161 goi find partition hoan tat, trinh chdm sé dua ra:

P[0] P[1] ... P[L-1]

Trong d6, L la kich thudc cia mang P dugc trd vé bdi find partition.
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# Partition

Temur và trợ lý của anh, Ulug'bek, đang chuẩn bị một trò ảo thuật cho chương trình *Uzbekistan Got Talent*. Trò ảo thuật này xoay quanh việc Temur giải quyết **một bài toán phân hoạch** sau đây: phân chia một bộ các số nguyên dương đã cho thành $K$ nhóm không rỗng sao cho tổng các phần tử trong mỗi nhóm đều bằng nhau.
Nói cách khác, mỗi số nguyên trong bộ phải được gán vào đúng một trong $K$ nhóm, và tổng các phần tử trong mỗi nhóm phải bằng nhau.
Ví dụ, nếu bộ đã cho là $[2, 1, 6, 4, 5]$ và $K = 3$, một cách phân chia hợp lệ sẽ là $[2, 4]$, $[1, 5]$ và $[6]$. Trong trường hợp này, tổng các phần tử trong mỗi nhóm chính xác là $6$.

Trò ảo thuật được thực hiện như sau:
* Ulug'bek và Temur vào các phòng riêng biệt và không thể giao tiếp với nhau.
* Một thành viên ban giám khảo đưa cho Ulug'bek một mảng $A$ gồm $N$ số nguyên dương, $A[0], A[1], \ldots, A[N-1]$, trong đó mỗi giá trị nằm trong khoảng từ $1$ đến $M$ (tính cả hai đầu). Thành viên ban giám khảo cũng đưa cho Ulug'bek giá trị $K$.
* Ulug'bek chọn tối đa $K - 1$ (không nhất thiết phải khác nhau) số nguyên để **thêm như các phần tử mới** vào mảng $A$. Mỗi số nguyên được thêm vào cũng phải nằm trong khoảng từ $1$ đến $M$ (tính cả hai đầu).
* Ban giám khảo thêm các số nguyên do Ulug'bek chọn vào mảng ban đầu. Mảng mở rộng này sau đó được **sắp xếp theo thứ tự không giảm** và được chuyển cho Temur, kèm theo giá trị của $K$.
* Temur phải giải quyết bài toán phân hoạch cho mảng mở rộng và đã được sắp xếp này.

Nhiệm vụ của bạn là thiết kế và cài đặt một chiến lược cho Temur và Ulug'bek. Có thể chứng minh rằng, với các điều kiện ràng buộc đã cho, luôn tồn tại một chiến lược cho phép họ giải quyết thành công bài toán phân hoạch, bất kể mảng $A$ nào do ban giám khảo cung cấp.

## Chi tiết cài đặt

Bạn cần thực hiện hai hàm.

Hàm mà bạn cần cài đặt cho **Ulug'bek** là:

```
std::vector&lt;int&gt; add_numbers(std::vector&lt;int&gt; A, int K, int M)
```

* $A$: một mảng có kích thước $N$, biểu diễn mảng ban đầu được cung cấp cho Ulug'bek.
* $K$: số nhóm mong muốn; lưu ý rằng Ulug'bek có thể thêm tối đa $K-1$ số nguyên vào mảng.
* $M$: giá trị lớn nhất cho phép đối với mỗi số nguyên ban đầu và số nguyên mới được thêm vào.
* Hàm này được gọi đúng một lần cho mỗi trường hợp test.

Hàm này cần trả về một mảng $C$ chứa các số nguyên mà Ulug'bek muốn thêm vào mảng ban đầu.
Gọi $S$ là kích thước của mảng $C$.

* $S$ phải nhỏ hơn hoặc bằng $K - 1$.
* Mỗi phần tử của $C$ phải nằm trong khoảng từ $1$ đến $M$ (tính cả hai đầu).

Hàm mà bạn cần cài đặt cho **Temur** là:

```
std::vector&lt;int&gt; find_partition(std::vector&lt;int&gt; B, int K)
```

* $B$: một mảng có kích thước $N + S$ chứa cả các số nguyên ban đầu từ $A$ và các số nguyên mà Ulug'bek đã thêm vào. Các phần tử của mảng $B$ được sắp xếp theo thứ tự không giảm.
* $K$: số lượng nhóm mục tiêu.
* Hàm này được gọi đúng một lần cho mỗi trường hợp test.

Hàm này cần trả về một mảng $P$ biểu thị sự phân hoạch của $B$ thành $K$ nhóm không giao nhau.
* Kích thước của $P$ phải bằng $N + S$.
* Với mỗi $j$ sao cho $0 \leq j < N + S$, $P[j]$ biểu thị nhóm mà $B[j]$ thuộc về.
* Các nhóm cần được đánh số từ $0$ đến $K-1$, nghĩa là $0 \leq P[j] < K$ phải đúng với mọi $0 \leq j < N + S$.
* Với mỗi $i$ nằm giữa $0$ và $K-1$ (tính cả hai đầu), phải có ít nhất một phần tử $j$ ($0 \leq j < N+S$ ) sao cho $P[j]=i$.
* Tổng các phần tử được gán cho mỗi nhóm trong số $K$ nhóm phải giống nhau.

Trong quá trình chấm thực tế, một chương trình gọi các hàm nêu trên sẽ được chạy **đúng hai lần**.
* Trong lần chạy đầu tiên của chương trình:
    * `add_numbers` được gọi một lần duy nhất.
    * Mảng trả về là mảng được hệ thống chấm xử lý để tính ra mảng $B$.
* Trong lần chạy thứ hai của chương trình:
    * `find_partition` được gọi một lần duy nhât.

## Các ràng buộc

* $3 \leq N \leq 100\,000$
* $2 \leq K \leq 100\,000$
* $K \le N$
* $1 \leq M \leq 10^9$
* $1 \leq A[i] \leq M$ với mỗi $i$ sao cho $0 \leq i < N$.

## Các subtask

| Subtask | Điểm  | Các ràng buộc thêm |
| :-----: | :----: | ---------------------- |
| 1       | $5$    | $N = 3$ |
| 2       | $4$    | $M = 1$ |
| 3       | $7$    | $M \le 2$ |
| 4       | $10$    | $N \le 10$ |
| 5       | $7$    | $K = 2$ |
| 6       | $12$    | $K \le 3$ |
| 7       | $17$    | $K \le 10$ |
| 8       | $20$   | $K \le 100$ |
| 9       | $18$   | Không có ràng buộc nào thêm. |


## Ví dụ

Xét lời gọi hàm sau:
```
add_numbers([8, 2, 9, 6, 1, 5, 5], 3, 9)
```

Trong ví dụ này $A=[8, 2, 9, 6, 1, 5, 5]$. 
Ta muốn phân hoạch các số thành $K=3$ nhóm. 
Ulug'bek có thể thêm các số từ $1$ đến $M=9$.

Hàm có thể trả về $[5, 4]$, có nghĩa là Ulug'bek quyết định thêm $S = 2$ số nguyên mới: $5$ và $4$.
Điều này hợp lệ vì cả hai phần tử đều nằm giữa $1$ và $M=9$.

Mảng mở rộng sau đó được sắp xếp và truyền cho Temur qua lời gọi sau:

```
find_partition([1, 2, 4, 5, 5, 5, 6, 8, 9], 3)
```

Ta có thể chia các số nguyên từ mảng này thành ba nhóm sau: $[1, 5, 9]$, $[2, 5, 8]$, và $[4, 5, 6]$.
Lưu ý rằng tổng của mỗi nhóm này bằng $15$.
Để chỉ ra phân hoạch này, hàm cần trả về mảng $[0, 1, 2, 0, 1, 2, 2, 1, 0]$.

## Trình chấm mẫu

### Định dạng dữ liệu vào:

```
N K M
A[0] A[1] ... A[N-1]
```

### Định dạng kết quả ra:

Sau lời gọi hàm `add_numbers` hoàn tất, trình chấm mẫu sẽ hiển thị như sau:
* Tính ra mảng đã được sắp xếp $B$.
* In ra các mảng $C$ và $B$ theo định dạng sau **(kết thúc bởi một dòng trống)**:

```
S
C[0] C[1] ... C[S-1]
B[0] B[1] ... B[N+S-1]
```

Sau khi lời gọi `find_partition` hoàn tất, trình chấm sẽ đưa ra:

```
L
P[0] P[1] ... P[L-1]
```

Trong đó, $L$ là kích thước của mảng $P$ được trả về bởi `find_partition`.


