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Particao

Temur e seu assistente, Ulug'bek, estdo preparando um truque de magica para o programa
Uzbekistan Got Talent. O truque consiste em Temur resolver o seguinte problema de particao:
particionar uma dada colecdo de inteiros positivos em K grupos nao vazios de forma que a soma
dos elementos em cada grupo seja a mesma. Em outras palavras, cada numero inteiro da cole¢do
deve ser atribuido a exatamente um dos K grupos, e a soma dentro de cada grupo deve ser igual.
Por exemplo, se a colegdo dada for [2,1,6,4,5] e K = 3, uma particdo valida seria [2,4], [1, 5] e [6].

Nesse caso, a soma dos elementos em cada grupo é exatamente 6.
O truque é realizado da seguinte forma:

e Ulug'bek e Temur entram em cabines separadas e ndo conseguem se comunicar um com o

outro.
e Um membro do juri entrega a Ulug'bek um vetor A de N inteiros positivos,
A[0], A[1],...,A[N — 1], onde cada valor esta entre 1 e M inclusive. O membro do juri

também entrega a Ulug'bek o valor de K.

¢ Ulug'bek escolhe no maximo K — 1 inteiros (ndo necessariamente distintos) para adicionar
como novos elementos ao vetor A. Cada nimero inteiro adicionado deve estar entre 1 e M
inclusive.

* O juri acrescenta os numeros inteiros escolhidos por Ulug'bek ao vetor original. Esse vetor
expandido é entdo ordenado em ordem nao decrescente e entregue a Temur, juntamente
com o valor de K.

* Temur deve entdo resolver o problema de particionamento para esse vetor estendido e
ordenado.

Sua tarefa é elaborar e implementar uma estratégia para Temur e Ulug'bek. Pode-se provar que,
sob as restricdes dadas, existe uma estratégia que lhes permite resolver com sucesso o problema

da particdo, independentemente do vetor A fornecido pelo juri.

Detalhes de Implementacao

Vocé deve implementar dois procedimentos.

O procedimento que vocé deve implementar para Ulug'bek é:

std::vector<int> add numbers (std::vector<int> A, int K, int M)
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A: um vetor de comprimento NN representando o vetor original fornecido a Ulug'bek.

K: o nimero alvo de grupos; observe que Ulug'bek pode adicionar até K — 1 inteiros ao
vetor.

M o valor maximo permitido para cada inteiro original e recém-adicionado.

Este procedimento é chamado exatamente uma vez para cada caso de teste.

O procedimento deve retornar um vetor C' contendo os numeros inteiros que Ulug'bek deseja

adicionar ao vetor original. Seja S o comprimento do vetor C.

S deve ser no maximo K — 1.
Cada elemento de C deve estar entre 1 e M inclusive.

O procedimento que vocé deve implementar para Temur é:

std::vector<int> find partition(std::vector<int> B, int K)

B: um vetor de comprimento IV + S contendo tanto os inteiros originais de A quanto os
inteiros adicionados por Ulug'bek. Os elementos do vetor B estdo ordenados em ordem ndo
decrescente.

K: o nimero alvo de grupos.

Este procedimento é chamado exatamente uma vez para cada caso de teste.

O procedimento deve retornar um vetor P que representa a particdo de B em K grupos

disjuntos.

O comprimento de P deve ser N + S.

Para cada j talque 0 < j < N + S, PJj] indica o grupo ao qual B([j] pertence.

Os grupos devem ser numerados de 0 a K — 1, o que significa que 0 < P[j] < K deve valer
paracada0 <j <N +8S.

Para cada 7 entre 0 e K —1 inclusive, deve haver pelo menos um elemento j (
0 <j <N+ S)tal que P[j] =1.

A soma dos elementos atribuidos a cada um dos grupos K deve ser idéntica.

Na correcdo, um programa que chama os procedimentos acima é executado exatamente duas

vezes.

Durante a primeira execuc¢ao do programa:

© add numbers é chamada exatamente uma vez.

o O vetor retornado é processado pelo corretor para calcular o vetor B.
Durante a sequnda execugdo do programa:

© find partition échamado exatamente uma vez.

Restricdes

3 < N <100000
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2 < K <100000

K <N

1<M<10°

1 < A[i] < M paracadaitalque0 <i < N.

Subtarefas
Subtarefa Pontuacao Restri¢coes adicionais

1 5 N =3

2 4 M=1

3 7 M <2

4 10 N <10

5 7 K =2

6 12 K <3

7 17 K <10

8 20 K <100

9 18 Sem restri¢des adicionais.
Exemplo

Considere a seguinte chamada:
add numbers ([8, 2, 9, 6, 1, 5, 5], 3, 9)

Neste exemplo A = [8,2,9,6,1,5,5]. Queremos dividir os numeros em K = 3 grupos. Ulug'bek
pode adicionar nUmeros entre 1 e M = 9.

O procedimento pode retornar [5,4], o que significa que Ulug'bek decide adicionar S = 2 novos
inteiros: 5 e 4. Esses numeros sao validos, pois ambos os elementos estdo entre 1 e M = 9.

O vetor expandido é entdo ordenado e passado para Temur com a seguinte chamada:
find partition([1l, 2, 4, 5, 5, 5, 6, 8, 9], 3)
Podemos dividir os inteiros deste vetor nestes trés grupos: [1,5,9], [2,5, 8], e [4,5, 6]. Observe que

a soma de cada um desses grupos é igual a 15. Para relatar essa parti¢cao, o procedimento deve
retornar o vetor [0,1,2,0,1,2,2,1,0].
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Corretor exemplo

Formato de entrada:

N K M
A[O0] A[1] ... A[N-1]

Formato de saida:

Apds a chamada para add_numbers ser concluida, o corretor exemplo:

* Calcula o vetor ordenado B.
e Imprime os vetores C' e B no seguinte formato, seguidos de uma linha em branco:

S
CrLoy Cll] ... CIS=1]
B[O] B[1] ... B[N+S-1]

Apoés a chamada para find partition ser concluida, o corretor exibe a seguinte saida:

P[O] P[1] ... P[L-1]

Aqui, L é o comprimento do vetor P retornado por find partition.
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# Partição

Temur e seu assistente, Ulug'bek, estão preparando um truque de mágica para o programa *Uzbekistan Got Talent*.
O truque consiste em Temur resolver o seguinte **problema de partição**: particionar uma dada coleção de inteiros positivos em $K$ grupos não vazios de forma que a soma dos elementos em cada grupo seja a mesma.
Em outras palavras, cada número inteiro da coleção deve ser atribuído a exatamente um dos $K$ grupos, e a soma dentro de cada grupo deve ser igual.
Por exemplo, se a coleção dada for $[2, 1, 6, 4, 5]$ e $K = 3$, uma partição válida seria $[2, 4]$, $[1, 5]$ e $[6]$. Nesse caso, a soma dos elementos em cada grupo é exatamente $6$.

O truque é realizado da seguinte forma:
* Ulug'bek e Temur entram em cabines separadas e não conseguem se comunicar um com o outro.
* Um membro do júri entrega a Ulug'bek um vetor $A$ de $N$ inteiros positivos, $A[0], A[1], \ldots, A[N-1]$, onde cada valor está entre $1$ e $M$ inclusive. O membro do júri também entrega a Ulug'bek o valor de $K$.
* Ulug'bek escolhe no máximo $K - 1$ inteiros (não necessariamente distintos) para **adicionar como novos elementos** ao vetor $A$. Cada número inteiro adicionado deve estar entre $1$ e $M$ inclusive.
* O júri acrescenta os números inteiros escolhidos por Ulug'bek ao vetor original. Esse vetor expandido é então **ordenado em ordem não decrescente** e entregue a Temur, juntamente com o valor de $K$.
* Temur deve então resolver o problema de particionamento para esse vetor estendido e ordenado.

Sua tarefa é elaborar e implementar uma estratégia para Temur e Ulug'bek. Pode-se provar que, sob as restrições dadas, existe uma estratégia que lhes permite resolver com sucesso o problema da partição, independentemente do vetor $A$ fornecido pelo júri.

## Detalhes de Implementação

Você deve implementar dois procedimentos.

O procedimento que você deve implementar para **Ulug'bek** é:

```
std::vector&lt;int&gt; add_numbers(std::vector&lt;int&gt; A, int K, int M)
```

* $A$: um vetor de comprimento $N$ representando o vetor original fornecido a Ulug'bek.
* $K$: o número alvo de grupos; observe que Ulug'bek pode adicionar até $K - 1$ inteiros ao vetor.
* $M$: o valor máximo permitido para cada inteiro original e recém-adicionado.
* Este procedimento é chamado exatamente uma vez para cada caso de teste.

O procedimento deve retornar um vetor $C$ contendo os números inteiros que Ulug'bek deseja adicionar ao vetor original.
Seja $S$ o comprimento do vetor $C$.

* $S$ deve ser no máximo $K - 1$.
* Cada elemento de $C$ deve estar entre $1$ e $M$ inclusive.

O procedimento que você deve implementar para **Temur** é:

```
std::vector&lt;int&gt; find_partition(std::vector&lt;int&gt; B, int K)
```

* $B$: um vetor de comprimento $N + S$ contendo tanto os inteiros originais de $A$ quanto os inteiros adicionados por Ulug'bek. Os elementos do vetor $B$ estão ordenados em ordem não decrescente.
* $K$: o número alvo de grupos.
* Este procedimento é chamado exatamente uma vez para cada caso de teste.

O procedimento deve retornar um vetor $P$ que representa a partição de $B$ em $K$ grupos disjuntos.
* O comprimento de $P$ deve ser $N + S$.
* Para cada $j$ tal que $0 \leq j < N + S$, $P[j]$ indica o grupo ao qual $B[j]$ pertence.
* Os grupos devem ser numerados de $0$ a $K-1$, o que significa que $0 \leq P[j] < K$ deve valer para cada $0 \leq j < N + S$.
* Para cada $i$ entre $0$ e $K-1$ inclusive, deve haver pelo menos um elemento $j$ ( $0 \leq j < N+S$ ) tal que $P[j]=i$.
* A soma dos elementos atribuídos a cada um dos grupos $K$ deve ser idêntica.

Na correção, um programa que chama os procedimentos acima é executado **exatamente duas vezes**.
* Durante a primeira execução do programa:
    * `add_numbers` é chamada exatamente uma vez.
    * O vetor retornado é processado pelo corretor para calcular o vetor $B$.
* Durante a segunda execução do programa:
    * `find_partition` é chamado exatamente uma vez.

## Restrições

* $3 \leq N \leq 100\,000$
* $2 \leq K \leq 100\,000$
* $K \le N$
* $1 \leq M \leq 10^9$
* $1 \leq A[i] \leq M$ para cada $i$ tal que $0 \leq i < N$.

## Subtarefas

| Subtarefa | Pontuação | Restrições adicionais |
| :-----: | :----: | ---------------------- |
| 1 | $5$ | $N = 3$ |
| 2 | $4$ | $M = 1$ |
| 3 | $7$ | $M \le 2$ |
| 4 | $10$ | $N \le 10$ |
| 5 | $7$ | $K = 2$ |
| 6 | $12$ | $K \le 3$ |
| 7 | $17$ | $K \le 10$ |
| 8 | $20$ | $K \le 100$ |
| 9 | $18$ | Sem restrições adicionais. |


## Exemplo

Considere a seguinte chamada:
```
add_numbers([8, 2, 9, 6, 1, 5, 5], 3, 9)
```

Neste exemplo $A=[8, 2, 9, 6, 1, 5, 5]$. 
Queremos dividir os números em $K=3$ grupos. 
Ulug'bek pode adicionar números entre $1$ e $M=9$.

O procedimento pode retornar $[5, 4]$, o que significa que Ulug'bek decide adicionar $S = 2$ novos inteiros: $5$ e $4$.
Esses números são válidos, pois ambos os elementos estão entre $1$ e $M=9$.

O vetor expandido é então ordenado e passado para Temur com a seguinte chamada:

```
find_partition([1, 2, 4, 5, 5, 5, 6, 8, 9], 3)
```

Podemos dividir os inteiros deste vetor nestes três grupos: $[1, 5, 9]$, $[2, 5, 8]$, e $[4, 5, 6]$.
Observe que a soma de cada um desses grupos é igual a $15$.
Para relatar essa partição, o procedimento deve retornar o vetor $[0, 1, 2, 0, 1, 2, 2, 1, 0]$.

## Corretor exemplo

### Formato de entrada:

```
N K M
A[0] A[1] ... A[N-1]```

### Formato de saída:

Após a chamada para `add_numbers` ser concluída, o corretor exemplo:
* Calcula o vetor ordenado $B$.
* Imprime os vetores $C$ e $B$ no seguinte formato, **seguidos de uma linha em branco**:

```
S
C[0] C[1] ... C[S-1]
B[0] B[1] ... B[N+S-1]
```

Após a chamada para `find_partition` ser concluída, o corretor exibe a seguinte saída:

```
L
P[0] P[1] ... P[L-1]```

Aqui, $L$ é o comprimento do vetor $P$ retornado por `find_partition`.

