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Partition

O Temur kat o BonB6¢ tou, o Ulug'bek, etolpdlouv éva paytkd KOATIO yia Tnv ekmoutr| Uzbekistan
Got Talent. To kOATIO oxetiletal pe TNV €miAucn Tou akoAouBou TPOBARMATOG SLapépLong amo
Tov Temur: va Stapeplotel pla dedopgvn cUAoyn BeTkwy akepalwv o K pn Keveg opddeg €Tol
WOoTE To dBpolopa Twv otolxelwv KABe opddag va sival to (8to. Me dAa AdyLa, kABs aképalog
apLBPog NG CUANOYAG TIPETEL va avTtiotolyloBel oe akplpwg pia amd tig K opddeg kal to
aBpolopa twv otolxelwv kabe opadag mpémeL va eival (oo, Ma mapddeypa, €dv n dedopévn
ouMoyn glval [2,1,6,4,5] kat K = 3, pla éykupn Stapéplon Ba ftav [2,4], [1,5] ka [6]. Ze autiv

TNV nepimtwon, to dBpolopa Twv otolyelwv kdBe opdadag eivat akpLpwg 6.

To kOATIO ekTeAElTaL WG EENG:

O Ulug'bek kat o Temur pmaivouv oe Eexwplotd Swpdtia kat &gv  pmopolV va

ETILKOLVWVIOOUV PETAEL TOUG.

e 'Eva pé€Aog tng KpLTLKNG emttporrg Sivel otov Ulug'bek évav miivaka A amoteAoupevo amo N
BetikoVg aképatoug aptbuolg, A[0], A[1],..., A[N — 1], 6Tou kadBe tun eival petagu 1 kat
M, cuunepAapBavopévwy. To HENOG TNG KPLTLKNAG eTILTpoTiG Sivel emtiong otov Ulug'bek tnv
T tou K.

* O Ulug'bek emiAéyetl to oAU K — 1 (0xL antapaitnta Stakpltolg) aképatoug aplbpoug yla va
mpootedolv WG véa otolxeia otov mivaka A. KaBe aképalog Tou mpootiBetal TpEmeL
emiong va eivat petagu 1 kat M, cupmeplAapBavopuevwy.

* H KPLTLKA €mLTpotr TPooBETeL Toug akeépaloug aplBpoug mou eméAege o Ulug'bek otov
apxLkd TIlvaka. ZTn oLVEXELa, O Tilvakag Tou TpokUTtel ta§lvopeital o aviouca ceLpa
(0xL amapaitnta yvnoilwg avgouoa) kat Sivetat atov Temur, padi pe tnv T tou K.

e O Temur TIPEMEL OTN OUVEXELA va AUCEL TO TIPOPBANUA SlLapéplong ylwa autév Tov

ta&vopnuévo Tivaka.

Znteltal va oxeSLACETE KAl VA UAOTIOLOETE PLa OTPATNYLKA yla tov Temur kat tov Ulug'bek.
Mmopel va amodelyBel Oty e Toug Se5ouEVoug TIEPLOPLOPOUG, UTIAPXEL OTPATNYLKI) TIOU ETILTPETIEL
0€ autoUug Toug U0 va €MAUCOUV ETILTUXWCE TO TPORBANUa tng Stapéplong, aveEdptnta amno tov

Tiivaka A tou Slvetal and Tnv KPLTLKI ETILTPOTH.

AemttopEpPELEG UAOTIOLNONG

©a TPETEL VA UAOTIOLAOETE SU0 GUVAPTIOELG.

H ouvdptnon mou Ba vAotowoete yia tov Ulug'bek sival:
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std::vector<int> add numbers (std::vector<int> A, int K, int M)

e A: évag mivakag pnkoug N TIOU QVTUTPOCWTIEVEL TOV apXLKO TIlvaKa Ttou §0BnKe oTov
Ulug'bek.

* K: 1o {ntoupevo TANBog opddwy. Na onpelwBel otL o Ulug'bek pmopel va mpooBeoel pexpL
K — 1 akepaioug otov Ttivaka.

* M: n PEyLOTN ETULTPETOPEVN TLUN YLA KABE apyLKO Kal VEO akEpato aplbuo.

e Autr n ouvdptnon KaAeitat akpLBwg pila @opd yLa kabe mepimtwon eAeyyou.

H ouvdptnon Ba TpEmeL va emLoTpeel évav Tiivaka C' TTou TIEPLEXEL TOUG aKEPALOUG apLlBpoug Ttou

o Ulug'bek BéAeL va ipooBEoel otov apyLko Ttivaka. Eotw S to prkog tou mtivaka C.

* Htwn tou S mpémet va eivat to moAu K — 1.
* KaBe otoryeio tou C mpemel va kupaivetal petagl 1 kat M, cupmepA\apBavopevwy.

H cuvaptnon mou Ba vAoToLr|oEte yLa Tov Temur ivat:
std::vector<int> find partition(std::vector<int> B, int K)

e B: ¢vag mivakag pnkoug N + S Ttou TepLEXEL TOOO TOUG apXLKOUG aKEPALOUG aTto Tov A 600
KaL Toug aképatoug Tou Tipdobeoe o Ulug'bek. Ta otowyeia tou mivaka B taglvopouvtal o
(0xL amapaitnta yvnolwg) avouoa oeLpa.

e K: 1o {ntoupevo MARB0G opadwv.

e Autr) n ouvdptnon KaAsitat akpLBwg pla opd yla kabe mepimtwon eAeyxou.

H ouvdaptnon Ba TpemeL va eTLOTPEPEL Evav Ttivaka P TIou avTLpoowTeveL TNV dtapeplon tou B

oe K &€veg petagl toug opaseG.

* To pnkog tou P Ba mpénet va eivat N + S.

* Ma kdBe j tétolo wote 0 < j < N + S, to otoeio P[j] dnAwvel tnv opdada otnv omola
avrket B[j].

* OL opddeg Ba mpemel va aptBpovvtatr amd 0 €wg kat K — 1, mou onuaivel otL yla kdBe
0 <j < N + S npénetva oyvel 0 < P[j] < K.

* Ta kd&Be ¢ petafu 0 kat K — 1, oupmept\apBavopévwy, TIPETEL Va UTIAPXEL TOUAAXLOTOV €va
otolxelo j (6mou 0 < j < N + S) tétoto wote P[j] =i.

* To dBpolopa Twv otoLyelwv Tou £xouv avtLotolyLoBel og kAbe pia amod tig opdadeg K mpemel
va elvat to téLo.

Katd tn BaBuoAdynon, eva mpoypappa Tou KaAel TLG Ttapamdvw cUVAPTAOELG EKTEAETAL aKPLBWG
800 popEg.

e Katd tnVv mpwtn EKTEAECN TOU TIPOYPANHATOG:
© H ouvaptnon add_numbers KaAgitat akplpwg pia popa.
o To ovotnua PBabuoAdynong emefepydletal Tov ETMLOTPEPOPEVO Tilvaka yld va
uTtoAoyioel tov Tiivaka B.
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* Katd tn SeUtepn EKTEAECT TOU TIPOYPAUHATOG:
© Houvaptnon find partition KaAeltat akplBwg pia gpopd.

Meploplopol

e 3 <N <100000

2 < K <100000

K <N

1< M <10°

1 < Afi] < M ywa kaBe i tétoto wote 0 <4 < N.

YromtpoBAruata
YrompofBAnua BaBupoAoyia Nepaittépw TtEpLOpLOOL

1 ) N =3

2 4 M=1

3 7 M <2

4 10 N <10

5 7 K =2

6 12 K <3

7 17 K <10

8 20 K <100

9 18 Xwplg mepaLTEPW TIEPLOPLOPOUG.
Napddetypa

OewpPNOTE TNV TTIAPAKATW KARON:

add numbers([8, 2, 9, 6, 1, 5, 5], 3, 9)
T€ auto To Tapddeypa A = [8,2,9,6,1,5,5]. ©éAoupe va Sltapepiooupe Toug aptBuolg oe K = 3
opadeq. O Ulug'bek pmopel va mpooBeoel aplBuoug petadu 1 kat M = 9.

H Sladikaotia propet va emiotpéel [5, 4], mou onuaivel 6t o Ulug'bek amopaoilel va pooBéaoel
S = 2 véoug aképatoug aplbpoug: to 5 kat to 4. Auto eivat €ykupo kabwg kat ta sVo otolxela

elvat petafu 1 kat M = 9.

Itn ouvéxela, o Tlvakag Tou TipokuTttel Ttaglvopeital kat SiafBBdletal otov Temur pe TtV
akoAouBn KAnon:
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find partition(([1l, 2, 4, 5, 5, 5, 6, 8, 9], 3)

MmopoUpe va Stapepiooupe Toug akepaioug autol tou Tiivaka otig €€RQ¢ TpeLg opddeg: [1,5,9],
[2,5,8], kat [4,5,6]. Na onpelwbel dtL To dBpolopa kabepiag amd autég tig opadeg eivat too pe 15.
MNna va avagepBel autr n Slapéplon, n ouvdptnon Ba Tpémel va emotpePel tov Tivaka
[0,1,2,0,1,2,2,1,0].

EvSelKTIKOG BaBuoAoyntng

Mopyn eLoodou:

N K M
A[0] A[1] ... A[N-1]

Mopyn e£odou:
ApoU oAokANpwOEL N kKAon TG ouvaptnong add numbers, 0 EVOELKTIKOG BaBpoloyntnq:

* YmoAoyilet Tov tagvopunuevo tivaka B.
e Tumwvel toug Tiivakeg C kat B otnv akdéAoubn poper), akoAouBoUPEVOUG ATtO pLa KEV

ypappn:
S
C[0] C[1] ... C[S-1]
B[{O] B[1] ... B[N+S-1]

ApoU oAoKANPWOEL N KAoNn Tou find partition, 0 BaBPoOAOYNTrG EKTUTIWVEL:

P[O0] P[1] ... P[L-1]

Edw, L elval to pnkog tou Tiivaka P 1ou emLotpepetaL ano tn £ind partition.
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# Partition

Ο Temur και ο βοηθός του, ο Ulug'bek, ετοιμάζουν ένα μαγικό κόλπο για την εκπομπή *Uzbekistan Got Talent*.
Το κόλπο σχετίζεται με  την επίλυση του ακόλουθου **προβλήματος διαμέρισης** από τον Temur: να διαμεριστεί μια δεδομένη συλλογή θετικών ακεραίων σε $K$ μη κενές ομάδες έτσι ώστε το άθροισμα των στοιχείων κάθε ομάδας να είναι το ίδιο.
Με άλλα λόγια, κάθε ακέραιος αριθμός της συλλογής πρέπει να αντιστοιχισθεί σε ακριβώς μία από τις $K$ ομάδες και το άθροισμα των στοιχείων κάθε ομάδας πρέπει να είναι ίσο.
Για παράδειγμα, εάν η δεδομένη συλλογή είναι $[2, 1, 6, 4, 5]$ και $K = 3$, μια έγκυρη διαμέριση θα ήταν $[2, 4]$, $[1, 5]$ και $[6]$. Σε αυτήν την περίπτωση, το άθροισμα των στοιχείων κάθε ομάδας είναι ακριβώς $6$.

Το κόλπο εκτελείται ως εξής:
* Ο Ulug'bek και ο Temur μπαίνουν σε ξεχωριστά δωμάτια και δεν μπορούν να επικοινωνήσουν μεταξύ τους.
* Ένα μέλος της κριτικής επιτροπής δίνει στον Ulug'bek έναν πίνακα $A$ αποτελούμενο από $N$ θετικούς ακέραιους αριθμούς, $A[0], A[1], \ldots, A[N-1]$, όπου κάθε τιμή είναι μεταξύ $1$ και $M$, συμπεριλαμβανομένων. Το μέλος της κριτικής επιτροπής δίνει επίσης στον Ulug'bek την τιμή του $K$.
* Ο Ulug'bek επιλέγει το πολύ $K - 1$ (όχι απαραίτητα διακριτούς) ακέραιους αριθμούς για να **προστεθούν ως νέα στοιχεία** στον πίνακα $A$. Κάθε ακέραιος που προστίθεται πρέπει επίσης να είναι μεταξύ $1$ και $M$, συμπεριλαμβανομένων.
* Η κριτική επιτροπή προσθέτει τους ακέραιους αριθμούς που επέλεξε ο Ulug'bek στον αρχικό πίνακα. Στη συνέχεια, ο πίνακας που προκύπτει **ταξινομείται σε αύξουσα σειρά** (όχι απαραίτητα γνησίως αύξουσα) και δίνεται στον Temur, μαζί με την τιμή του $K$.
* Ο Temur πρέπει στη συνέχεια να λύσει το πρόβλημα διαμέρισης για αυτόν τον ταξινομημένο πίνακα.

Ζητείται να σχεδιάσετε και να υλοποιήσετε μια στρατηγική για τον Temur και τον Ulug'bek. Μπορεί να αποδειχθεί ότι, με τους δεδομένους περιορισμούς, υπάρχει στρατηγική που επιτρέπει σε αυτούς τους δύο να επιλύσουν επιτυχώς το πρόβλημα της διαμέρισης, ανεξάρτητα από τον πίνακα $A$ που δίνεται από την κριτική επιτροπή.

## Λεπτομέρειες υλοποίησης

Θα πρέπει να υλοποιήσετε δύο συναρτήσεις.

Η συνάρτηση που θα υλοποιήσετε για τον **Ulug'bek** είναι:

```
std::vector&lt;int&gt; add_numbers(std::vector&lt;int&gt; A, int K, int M)
```

* $A$: ένας πίνακας μήκους $N$ που αντιπροσωπεύει τον αρχικό πίνακα που δόθηκε στον Ulug'bek.
* $K$: το ζητούμενο πλήθος ομάδων. Να σημειωθεί ότι ο Ulug'bek μπορεί να προσθέσει μέχρι $K-1$ ακεραίους στον πίνακα.
* $M$: η μέγιστη επιτρεπόμενη τιμή για κάθε αρχικό και νέο ακέραιο αριθμό.
* Αυτή η συνάρτηση καλείται ακριβώς μία φορά για κάθε περίπτωση ελέγχου.

Η συνάρτηση θα πρέπει να επιστρέφει έναν πίνακα $C$ που περιέχει τους ακέραιους αριθμούς που ο Ulug'bek θέλει να προσθέσει στον αρχικό πίνακα.
Έστω $S$ το μήκος του πίνακα $C$.

* Η τιμή του $S$ πρέπει να είναι το πολύ $K - 1$.
* Κάθε στοιχείο του $C$ πρέπει να κυμαίνεται μεταξύ $1$ και $M$, συμπεριλαμβανομένων.

Η συνάρτηση που θα υλοποιήσετε για τον **Temur** είναι:
```
std::vector&lt;int&gt; find_partition(std::vector&lt;int&gt; B, int K)
```

* $B$: ένας πίνακας μήκους $N + S$ που περιέχει τόσο τους αρχικούς ακέραιους από τον $A$ όσο και τους ακέραιους που πρόσθεσε ο Ulug'bek. Τα στοιχεία του πίνακα $B$ ταξινομούνται σε (όχι απαραίτητα γνησίως) αύξουσα σειρά.
* $K$: το ζητούμενο πλήθος ομάδων.
* Αυτή η συνάρτηση καλείται ακριβώς μία φορά για κάθε περίπτωση ελέγχου.

Η συνάρτηση θα πρέπει να επιστρέφει έναν πίνακα $P$ που αντιπροσωπεύει την διαμέριση του $B$ σε $K$ ξένες μεταξύ τους ομάδες.
* Το μήκος του $P$ θα πρέπει να είναι $N + S$.
* Για κάθε $j$ τέτοιο ώστε $0 \leq j < N + S$, το στοιχείο $P[j]$ δηλώνει την ομάδα στην οποία ανήκει $B[j]$.
* Οι ομάδες θα πρέπει να αριθμούνται από $0$ έως και $K-1$, που σημαίνει ότι για κάθε $0 \leq j < N + S$ πρέπει να ισχύει $0 \leq P[j] < K$.
* Για κάθε $i$ μεταξύ $0$ και $K-1$, συμπεριλαμβανομένων, πρέπει να υπάρχει τουλάχιστον ένα στοιχείο $j$ (όπου $0 \leq j < N+S$) τέτοιο ώστε $P[j]=i$.
* Το άθροισμα των στοιχείων που έχουν αντιστοιχισθεί σε κάθε μία από τις ομάδες $K$ πρέπει να είναι το ίδιο.

Κατά τη βαθμολόγηση, ένα πρόγραμμα που καλεί τις παραπάνω συναρτήσεις εκτελείται **ακριβώς δύο φορές**.
*   Κατά την πρώτη εκτέλεση του προγράμματος:
    *   Η συνάρτηση `add_numbers` καλείται ακριβώς μία φορά.
    *   Το σύστημα βαθμολόγησης επεξεργάζεται τον επιστρεφόμενο πίνακα για να υπολογίσει τον πίνακα $B$.
*   Κατά τη δεύτερη εκτέλεση του προγράμματος:
    *   Η συνάρτηση `find_partition` καλείται ακριβώς μία φορά.
    
## Περιορισμοί

* $3 \leq N \leq 100\,000$
* $2 \leq K \leq 100\,000$
* $K \le N$
* $1 \leq M \leq 10^9$
* $1 \leq A[i] \leq M$ για κάθε $i$ τέτοιο ώστε $0 \leq i < N$.

## Υποπροβλήματα

| Υποπρόβλημα | Βαθμολογία  | Περαιτέρω περιορισμοί |
| :-----: | :----: | ---------------------- |
| 1       | $5$    | $N = 3$ |
| 2       | $4$    | $M = 1$ |
| 3       | $7$    | $M \le 2$ |
| 4       | $10$    | $N \le 10$ |
| 5       | $7$    | $K = 2$ |
| 6       | $12$    | $K \le 3$ |
| 7       | $17$    | $K \le 10$ |
| 8       | $20$   | $K \le 100$ |
| 9       | $18$   | Χωρίς περαιτέρω περιορισμούς. |


## Παράδειγμα

Θεωρήστε την παρακάτω κλήση:
```
add_numbers([8, 2, 9, 6, 1, 5, 5], 3, 9)
```

Σε αυτό το παράδειγμα $A=[8, 2, 9, 6, 1, 5, 5]$.
Θέλουμε να διαμερίσουμε τους αριθμούς σε $K=3$ ομάδες. 
Ο Ulug'bek μπορεί να προσθέσει αριθμούς μεταξύ $1$ και $M=9$.

Η διαδικασία μπορεί να επιστρέψει $[5, 4]$, που σημαίνει ότι ο Ulug'bek αποφασίζει να προσθέσει $S = 2$ νέους ακέραιους αριθμούς: το $5$ και το $4$.
Αυτό είναι έγκυρο καθώς και τα δύο στοιχεία είναι μεταξύ $1$ και $M=9$.

Στη συνέχεια, ο πίνακας που προκύπτει ταξινομείται και διαβιβάζεται στον Temur με την ακόλουθη κλήση:

```
find_partition([1, 2, 4, 5, 5, 5, 6, 8, 9], 3)
```

Μπορούμε να διαμερίσουμε τους ακεραίους αυτού του πίνακα στις εξής τρεις ομάδες: $[1, 5, 9]$, $[2, 5, 8]$, και $[4, 5, 6]$.
Να σημειωθεί ότι το άθροισμα καθεμίας από αυτές τις ομάδες είναι ίσο με $15$.
Για να αναφερθεί αυτή η διαμέριση, η συνάρτηση θα πρέπει να επιστρέψει τον πίνακα $[0, 1, 2, 0, 1, 2, 2, 1, 0]$.

## Ενδεικτικός βαθμολογητής

### Μορφή εισόδου:

```
N K M
A[0] A[1] ... A[N-1]
```

### Μορφή εξόδου:

Αφού ολοκληρωθεί η κλήση της συνάρτησης `add_numbers`, ο ενδεικτικός βαθμολογητής:
* Υπολογίζει τον ταξινομημένο πίνακα $B$.
* Τυπώνει τους πίνακες $C$ και $B$ στην ακόλουθη μορφή, **ακολουθούμενους από μια κενή γραμμή**:

```
S
C[0] C[1] ... C[S-1]
B[0] B[1] ... B[N+S-1]
```

Αφού ολοκληρωθεί η κλήση του `find_partition`, ο βαθμολογητής εκτυπώνει:

```
L
P[0] P[1] ... P[L-1]
```

Εδώ, $L$ είναι το μήκος του πίνακα $P$ που επιστρέφεται από τη `find_partition`.

