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Partition

O Temur kat o BonB6¢ tou, o Ulug'bek, etolpdlouv éva paytkd KOATIO yia Tnv ekmoutr| Uzbekistan
Got Talent. To kOATIO oxetiletal pe TNV €miAucn Tou akoAouBou TPOBARMATOG SLapépLong amo
tov Temur:

Na Siapeploel (partition) pla SeSopgévn cuMoyn Betikwy akepalwv o€ K pn KeEVEG opAdeg €Tol
WOTE TO ABpolopa Twv otolyelwv o€ KABe opada va glval to (8lo. Me dAAa AdyLa, KABe aképalog
apLBPOGg amod T cUANOYH TIPETIEL VA AVAKEL O aKPLBWE pia armo tig K opadeg kal To dBpolopa Twv

OTOLXELWV TNG KABE opddag mpémel va elvat (oo.

Ma mapddetypa, €dv n Sedopévn cuMoyn elval [2,1,6,4,5] kat K = 3, pua €ykupn Stapéplon Ba
elvat [2,4] , [1,5] kau [6] . Ze autrv tnv Tepltwon, To dBpolopa Twv otolxelwv og KAbe opdada

elvat akpBwg 6 .

To kOATIO ekTeAElTaLl WG EENG:

O Ulug'bek kat o Temur pmaivouv oe Eexwplotd Swpdtia Kat 8gv pmopolv va

ETILKOLVWVI 00UV PETA&U TOUG.

* H kpLtkn emitpottig Sivel otov Ulug'bek évav miivaka A pe N Betikolg aképaloug aplbuoug,
Al0], A[1],...,A[N — 1], o6mou kdBe tun elvat petagv 1 kat M oupmephappavopévwy. H
KpLTNKN emLtpoth emiong Sivel otov Ulug'bek tnv tiun K.

* O Ulug'bek emAéyel to oAU K — 1 (0L amapaitnta SLapopeTikous) akEpatoug aplbuoug
yla va mpocBéosl w¢ véa otolxela otov mivaka A . KdBe aképaiog aplbuog tou
TpooTiBeTaL TIpEMEL €Tiong va elvat petagu 1 kat M ocuuTmepAapBavopevwy.

e 'Eva PENOG TNG KPLTLKAG ETILTPOTIAG TIPOOHETEL TOUG aKEPALOUG aplBpoUg Tou eTeAeEe o
Ulug'bek otov apxlkd Tivaka. Autog o ektetapevog (extended) mivakag otn ouvéxela
ta&wvopeital o avouoa oerpa kat Sivetatr otov Temur, padi pe Tnv T tou K .

e O Temur TIPETIEL OTN CUVEXELA VA AUCEL TO TIPORANUA SLAPEPLONG YLO AUTOV TOV EKTETAPEVO

(extended) ta§lvopnuévo mivaka.

H amootoAr oou glval va oxeSLACELG KAl VA £QAPHPOCELG L OTPATNYLKN yla Tov Temur Kat pia yla
tov Ulug'bek. Mmopel va amodelyBel OTL, UTO TOUG TEPLOPLOMPOUC Tou Sivovtal, UTtdpyEL
OTPATNYLKN TIOU TOUG ETILTPETEL VA AUCOUV TO TIPOPRANPa Sltapéplong, aoxeta amo tov mivaka A

TIou S{VETAL ATIO TNV KPLTLKN ETILTPOTIN.
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AemtopepeLeg YAoToinong

Oa TpETEL Va LAOTIOLOETE SU0 SLadLkaotec.

H ouvdptnon mou mpemel va ulottotroglg yia to Ulug'bek ival:
std::vector<int> add numbers (std::vector<int> A, int K, int M)

e A : évag mivakag prkoug N TIOU QVTLTTPOOWTIEVEL TOV OPXLKO Tiivaka Tou 866nke otov
Ulug'bek.

e K : o {ntoupevog aptBpog opadwy. Na onpelwBel 6tL o Ulug'bek pmopel va mpooBéoel
pexplt K — 1 akepaioug otov mivaka.

* M :n PEYLOTN ETILTPETIOPEVN TLHN YLA KABE apXLKO KAL VEO AKEPALO apLOPO.

e Autr) n ouvdptnon KaAeitat akpLBwg pla opd yLa kabe mepimtwon SoKLNG.

H ouvaptnon Ba mpénel va emtotpePel €vav mivaka C TTou TIEPLEXEL TOUG aKEPALOUG apLlBpolg Ttou

o Ulug'bek BéAeL va tpooBeoel otov apyLko Ttivaka. Eotw S to prkog tou mivaka C'.

e S mpemneLvaeivat to moAu K — 1.
e Kdbe otoryelo tou C mpémel va kupatvetal petagu 1 kat M oupmeplAapBavopévwy.

H ouvdptnon mou TpEmeL va UAoTIoLrogLg yia tov Temur sivad:
std::vector<int> find partition(std::vector<int> B, int K)

* B évag mivakag pnkoug N + S Trou TtepLEXEL TOOO TOUG ApPXLKOUG AaKEPALOUG atto tov A 600
KaL Toug aképatoug 1ou Tipdobeoe o Ulug'bek. Ta otolyeia tou mivaka B ta§lvopouvtal o
avgouoa ogLpa.

e K :0{ntoupevog aplBpog opddwv.

e Autr) n ouvdptnon KaAeitat akplBwg pla @opd yla kabe mepimtwon eAeyyou.

H ouvdptnon Ba mpemel va emlotpéPel Evav Tiivaka P TIou avTuTpoowTteVEL TNV Stapéplon tou B
oe K aocuvéetec (disjoint) opdasdeg.

* To pAkogtou P Ba mpémeLva eivat N + §'.

* T kdbe j tétoo wote 0 < j < N 4+ S, P[j] SnAwvel tnv opdda otnv omoia avrkel Blj] .

e OL opddeg Ba mpénel va apBpovvtat amnd 0 éwg K — 1, mou onpaivel 6t 0 < Pj| < K
TIPETIEL VA LOYXVEL YL KABE 0 < j < N + S'.

* Ta kdABe ¢ petagl 0 kat K — 1 cupmeph\apBavopévwy, TIPETIEL va UTIAPXEL TOUAAXLOTOV €va
otolxelo j (0 < j < N + 5 ) tétolo wote Plj] =1 .

* To @Bpolopa twv otolxelwv Tou £xouv ToTtoBeTNBEL 08 KABE pila amd tig opadeg K mpemel
va elvat {&Lo.
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Katd tnv mpaypatikry BabpoAdynon, €va mpoypappa Tou KaAEl TLG Tapamdvw SLadlkaoieg

ekteAeltal akpLBwg 800 PopEg.

* Katd tnVv Tmpwtn EKTEAECN TOU TIPOYPANHATOG:
© H ouvaptnon add_numbers KaAgitat akplpwg pia popa.
o O emiotpepodpevog Tiivakag emegepyddetal amod to cuotnua BabpoAdynong yla tov
UTTOAOYLOPO Tou Tiivaka B .
* Katd tn eUtepn EKTEAEON TOU TIPOYPAUHATOG:
© Houvaptnon find partition kaAeitat akplpwg pia gopad.

Meploplopol

e 3< N <100000

2 < K <100000

K <N

1<M<10°

1 < Afi] < M yua kaBe i tétolo wote 0 < i < N .

YriompoBAnpata
YriompoBAnpa BaBpoi MNpocBetoL MepLOpLOpOL

1 5 N =3

2 4 M=1

3 7 M <2

4 10 N <10

5 7 K =2

6 12 K <3

7 17 K <10

8 20 K <100

9 18 Xwplg mpdabetoug TeEpLopLopoUg
Napdadelypa

YTI0BETOUE TNV ETIOUEVN KARON:

add numbers([8, 2, 9, 6, 1, 5, 5], 3, 9)
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T€ Quto To Ttapddeypa A = [8,2,9,6,1,5,5] . ©@éhoupe va xwplooupe toug aplBuous os opaSEg
K = 3.0 Ulug'bek pmopel va pooBéoel aplBpoug petafu 1 kat M = 9.

H Sladikaoia pmopel va emotpédel [5,4], mou onpaivel étt o Ulug'bek amopaoilel va mpoobéoel
S = 2 véoug akEpatoug aplBpoug: 5 kat 4 . Autd LoxUouv kabwg kat ta SVo otolxela eival petagu 1
kat M = 9.

O ekteTapEVOG Tilvakag otn cuvexela tagvopeital kat sStapBadetal otov Temur pe TNV akoAoubn
KAnon:

find partition([1l, 2, 4, 5, 5, 5, 6, 8, 9], 3)

MTopOoUPE va SLALPECOUPE TOUG OKEPALOUG apLlBPoUG amod autov Tov TVaKA O QUTEG TLG TPELG
opdadec: [1,5,9], [2,5,8], kat [4,5,6] . Znuelwote OTL To dBpolopa KabBepiag amod auTéG TLG OPASES
glval too pe 15 . Na va avapepBel autn n Siapepion, n dtadikacia Ba TPEMEL va eMLOTPEYPEL TOV
nivaka [0,1,2,0,1,2,2,1,0].

Aglypatikog BaBuoAoyntrg
Moper) eLcodou:

N K M
A[0] A[1] ... A[N-1]

Mopyn e€d8ou:
ApoU oAoKANpwOEL N KAon NG ouvaptnong add numbers , O SELYPATLKOG BaBpoloyntrig:

* YmoAoyiet Tov tagwvopunuevo mivaka B .
e Tumwvel toug Tiivakeg C kat B otnv akdéAoubn poper), akoAouBoUPEVOUG ATIO pLa KEVI

ypappn:
S
C[0] C[1] ... C[S-1]
B[O] B[1] ... B[N+S-1]

ApoU oAoKANpwOel N KAjon Tou find partition, o BaBuoloyntng eppavidel tnv e&ng §odo:

P[O] P[1] ... P[L-1]

Eéw, L elval to prkog tou Tiivaka P Tou eTLoTpe@eTaL amno find partition.
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# Partition

Ο Temur και ο βοηθός του, ο Ulug'bek, ετοιμάζουν ένα μαγικό κόλπο για την εκπομπή *Uzbekistan Got Talent*.
Το κόλπο σχετίζεται με  την επίλυση του ακόλουθου **προβλήματος διαμέρισης** από τον Temur: <br>
Να διαμερίσει (partition) μια δεδομένη συλλογή θετικών ακεραίων σε $K$ μη κενές ομάδες έτσι ώστε το άθροισμα των στοιχείων σε κάθε ομάδα να είναι το ίδιο.
Με άλλα λόγια, κάθε ακέραιος αριθμός από τη συλλογή πρέπει να ανήκει σε ακριβώς μία από τις $K$ ομάδες και το άθροισμα των στοιχείων της κάθε ομάδας πρέπει να είναι ίσο.

Για παράδειγμα, εάν η δεδομένη συλλογή είναι $[2, 1, 6, 4, 5]$ και $K = 3$ , μια έγκυρη διαμέριση θα είναι $[2, 4]$ , $[1, 5]$ και $[6]$ . Σε αυτήν την περίπτωση, το άθροισμα των στοιχείων σε κάθε ομάδα είναι ακριβώς $6$ .

Το κόλπο εκτελείται ως εξής:
* Ο Ulug'bek και ο Temur μπαίνουν σε ξεχωριστά δωμάτια και δεν μπορούν να επικοινωνήσουν μεταξύ τους.
* Η κριτική επιτροπής δίνει στον Ulug'bek έναν πίνακα $A$ με $N$ θετικούς ακέραιους αριθμούς, $A[0], A[1], \ldots, A[N-1]$ , όπου κάθε τιμή είναι μεταξύ $1$ και $M$ συμπεριλαμβανομένων. Η κριτηκή επιτροπή επίσης δίνει στον Ulug'bek την τιμή $K$.
* Ο Ulug'bek επιλέγει το πολύ $K - 1$ (όχι απαραίτητα διαφορετικούς) ακέραιους αριθμούς για να **προσθέσει ως νέα στοιχεία** στον πίνακα $A$ . Κάθε ακέραιος αριθμός που προστίθεται πρέπει επίσης να είναι μεταξύ $1$ και $M$ συμπεριλαμβανομένων.
* Ένα μέλος της κριτικής επιτροπής προσθέτει τους ακέραιους αριθμούς που επέλεξε ο Ulug'bek στον αρχικό πίνακα. Αυτός ο εκτεταμένος (extended) πίνακας στη συνέχεια **ταξινομείται σε αύξουσα σειρά** και δίνεται στον Temur, μαζί με την τιμή του $K$ .
* Ο Temur πρέπει στη συνέχεια να λύσει το πρόβλημα διαμέρισης για αυτόν τον εκτεταμένο (extended) ταξινομημένο πίνακα.

Η αποστολή σου είναι να σχεδιάσεις και να εφαρμόσεις μια στρατηγική για τον Temur και μία για τον Ulug'bek. Μπορεί να αποδειχθεί ότι, υπό τους περιορισμούς που δίνονται, υπάρχει στρατηγική που τους επιτρέπει να λύσουν το πρόβλημα διαμέρισης, άσχετα από τον πίνακα $A$ που δίνεται από την κριτική επιτροπή.

<div style="page-break-after: always"></div>
## Λεπτομέρειες Υλοποίησης

Θα πρέπει να υλοποιήσετε δύο διαδικασίες.

Η συνάρτηση που πρέπει να υλοποιήσεις για το **Ulug'bek** είναι:

```
std::vector&lt;int&gt; add_numbers(std::vector&lt;int&gt; A, int K, int M)
```

* $A$ : ένας πίνακας μήκους $N$ που αντιπροσωπεύει τον αρχικό πίνακα που δόθηκε στον Ulug'bek.
* $K$ : ο ζητούμενος αριθμός ομάδων. Να σημειωθεί ότι ο Ulug'bek μπορεί να προσθέσει μέχρι $K-1$ ακεραίους στον πίνακα.
* $M$ : η μέγιστη επιτρεπόμενη τιμή για κάθε αρχικό και νέο ακέραιο αριθμό.
* Αυτή η συνάρτηση καλείται ακριβώς μία φορά για κάθε περίπτωση δοκιμής.

Η συνάρτηση θα πρέπει να επιστρέψει έναν πίνακα $C$ που περιέχει τους ακέραιους αριθμούς που ο Ulug'bek θέλει να προσθέσει στον αρχικό πίνακα.
Έστω $S$ το μήκος του πίνακα $C$ .

* $S$ πρέπει να είναι το πολύ $K - 1$ .
* Κάθε στοιχείο του $C$ πρέπει να κυμαίνεται μεταξύ $1$ και $M$ συμπεριλαμβανομένων.

Η συνάρτηση που πρέπει να υλοποιήσεις για τον **Temur** είναι:
```
std::vector&lt;int&gt; find_partition(std::vector&lt;int&gt; B, int K)
```


* $B$ : ένας πίνακας μήκους $N + S$ που περιέχει τόσο τους αρχικούς ακέραιους από τον $A$ όσο και τους ακέραιους που πρόσθεσε ο Ulug'bek. Τα στοιχεία του πίνακα $B$ ταξινομούνται σε αύξουσα σειρά.
* $K$ : ο ζητούμενος αριθμός ομάδων.
* Αυτή η συνάρτηση καλείται ακριβώς μία φορά για κάθε περίπτωση ελέγχου.

Η συνάρτηση θα πρέπει να επιστρέψει έναν πίνακα $P$ που αντιπροσωπεύει την διαμέριση του $B$ σε $K$ ασύνδετες (disjoint) ομάδες.
* Το μήκος του $P$ θα πρέπει να είναι $N + S$ .
* Για κάθε $j$ τέτοιο ώστε $0 \leq j < N + S$ , $P[j]$ δηλώνει την ομάδα στην οποία ανήκει $B[j]$ .
* Οι ομάδες θα πρέπει να αριθμούνται από $0$ έως $K-1$, που σημαίνει ότι $0 \leq P[j] < K$ πρέπει να ισχύει για κάθε $0 \leq j < N + S$ .
* Για κάθε $i$ μεταξύ $0$ και $K-1$ συμπεριλαμβανομένων, πρέπει να υπάρχει τουλάχιστον ένα στοιχείο $j$ ( $0 \leq j < N+S$ ) τέτοιο ώστε $P[j]=i$ .
* Το άθροισμα των στοιχείων που έχουν τοποθετηθεί σε κάθε μία από τις ομάδες $K$ πρέπει να είναι ίδιο.

<br><br>
Κατά την πραγματική βαθμολόγηση, ένα πρόγραμμα που καλεί τις παραπάνω διαδικασίες εκτελείται **ακριβώς δύο φορές**.
* Κατά την πρώτη εκτέλεση του προγράμματος:
    * Η συνάρτηση `add_numbers` καλείται ακριβώς μία φορά.
    * Ο επιστρεφόμενος πίνακας επεξεργάζεται από το σύστημα βαθμολόγησης για τον υπολογισμό του πίνακα $B$ .
* Κατά τη δεύτερη εκτέλεση του προγράμματος:
    * Η συνάρτηση `find_partition` καλείται ακριβώς μία φορά.
    
## Περιορισμοί

* $3 \leq N \leq 100\,000$
* $2 \leq K \leq 100\,000$
* $K \le N$
* $1 \leq M \leq 10^9$
* $1 \leq A[i] \leq M$ για κάθε $i$ τέτοιο ώστε $0 \leq i < N$ .

## Υποπροβλήματα

| Υποπρόβλημα | Βαθμοί  | Πρόσθετοι περιορισμοί |
| :-----: | :----: | ---------------------- |
| 1       | $5$    | $N = 3$ |
| 2       | $4$    | $M = 1$ |
| 3       | $7$    | $M \le 2$ |
| 4       | $10$    | $N \le 10$ |
| 5       | $7$    | $K = 2$ |
| 6       | $12$    | $K \le 3$ |
| 7       | $17$    | $K \le 10$ |
| 8       | $20$   | $K \le 100$ |
| 9       | $18$   | Χωρίς πρόσθετους περιορισμούς |


## Παράδειγμα

Υποθέτουμε την επόμενη κλήση:
```
add_numbers([8, 2, 9, 6, 1, 5, 5], 3, 9)
```

Σε αυτό το παράδειγμα $A=[8, 2, 9, 6, 1, 5, 5]$ . 
Θέλουμε να χωρίσουμε τους αριθμούς σε ομάδες $K=3$ . 
Ο Ulug'bek μπορεί να προσθέσει αριθμούς μεταξύ $1$ και $M=9$ .

Η διαδικασία μπορεί να επιστρέψει $[5, 4]$, που σημαίνει ότι ο Ulug'bek αποφασίζει να προσθέσει $S = 2$ νέους ακέραιους αριθμούς: $5$ και $4$ .
Αυτά ισχύουν καθώς και τα δύο στοιχεία είναι μεταξύ $1$ και $M=9$.

Ο εκτεταμένος πίνακας στη συνέχεια ταξινομείται και διαβιβάζεται στον Temur με την ακόλουθη κλήση:

```
find_partition([1, 2, 4, 5, 5, 5, 6, 8, 9], 3)
```

Μπορούμε να διαιρέσουμε τους ακέραιους αριθμούς από αυτόν τον πίνακα σε αυτές τις τρεις ομάδες: $[1, 5, 9]$ , $[2, 5, 8]$ , και $[4, 5, 6]$ .
Σημειώστε ότι το άθροισμα καθεμίας από αυτές τις ομάδες είναι ίσο με $15$ .
Για να αναφερθεί αυτή η διαμέριση, η διαδικασία θα πρέπει να επιστρέψει τον πίνακα $[0, 1, 2, 0, 1, 2, 2, 1, 0]$.

## Δειγματικός Βαθμολογητής

### Μορφή εισόδου:

```
N K M
A[0] A[1] ... A[N-1]
```

### Μορφή εξόδου:

Αφού ολοκληρωθεί η κλήση της συνάρτησης `add_numbers` , ο δειγματικός βαθμολογητής:
* Υπολογίζει τον ταξινομημένο πίνακα $B$ .
* Τυπώνει τους πίνακες $C$ και $B$ στην ακόλουθη μορφή, **ακολουθούμενους από μια κενή γραμμή**:

```
S
C[0] C[1] ... C[S-1]
B[0] B[1] ... B[N+S-1]
```

Αφού ολοκληρωθεί η κλήση του `find_partition`, ο βαθμολογητής εμφανίζει την εξής έξοδο:

```
L
P[0] P[1] ... P[L-1]
```

Εδώ, $L$ είναι το μήκος του πίνακα $P$ που επιστρέφεται από `find_partition` .

