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Tresé

Mamy dang liste n wydarzen, opisana przez pary liczb (a;, b;), pray czym a; > 0 oraz b; > 1. Gdy
przed i-tym wydarzeniem mamy x wojownikéw, to mamy do wyboru: dodac a; do x albo pomnozy¢
x przez b;; to daje nam liczbe wojownikéw po tym wydarzeniu. Danych jest réwniez g zapytan o
trojki (x,1,r). Zapytanie takie opisuje sytuacje, w ktorej zaczynamy tuz przed wydarzeniem [ + 1
majac x wojownikéw; nalezy wypisa¢ maksymalna liczbe wojownikéw mozliwych do uzyskania po
wydarzeniu r. Wypisujemy reszte z dzielenia tak obliczonej liczby przez p = 10° 4 7.

Rozwigzanie

Pierwsza obserwacja: zawsze warto wziac¢ te z dwoch mozliwosci, ktora daje lepszy natychmiastowy
zysk.

Niech m bedzie ograniczeniem gérnym na liczby a;, b;; zgodnie z trescia zadania m = p — 1.
Druga obserwacja: jesli mamy wiecej niz m zolnierzy (sytuacja ,big”), to wiadomo, co robié¢: jesli
b; > 1 (,wydarzenie mnozace”) to zawsze oplaca sie mnozy¢, a jesli nie (,wydarzenie niemnozace”),
to zawsze oplaca si¢ dodaé. Te ruchy nazwijmy big-optymalnymi.

Trzecia obserwacja: po logm wydarzeniach mnozacych na pewno mamy big.

Czwarta obserwacja: zlozenie dowolnej liczby operacji big-optymalnych mozna reprezentowaé
za pomocy pary liczb (¢, d) mowiacych, ze najpierw mnozymy przez c, a potem dodajemy d. Po-
nadto pary takie mozemy tatwo ze soba sktadaé. Faktycznie, pojedyncza operacja big-optymalna
jest tej postaci: (b;,0) gdy b; > 1 oraz (1,a;) gdy b; = 1. Natomiast zastosowanie kolejno dwoch
takich par (¢,d) oraz (¢/,d’") do x daje wynik (z-c+d)-d+d =z-(c-)+ (d- +d), taki
sam jak para (c¢-c,d- ¢ +d'). Oczywiscie wszystkie liczby w tak uzyskiwanych parach bedziemy
trzyma¢ modulo p (to nie przeszkadza w ich sktadaniu).

Umozliwia to uzyskanie struktury danych, ktéra dla danego przedziatu bedzie szybko zwracaé
zlozenie operacji big-optymalnych na tym przedziale. Mamy tu dwie réwnie dobre opcje. Pierwsza
mozliwo$¢ to uzycie drzewa przedziatowego, gdzie w wierzchotkach odpowiadajacym przedziatom
trzymamy ztozenie operacji big-optymalnych na tych przedziatach. Liczymy to drzewo przedzia-
towe raz, a potem zapytania o przedzialy realizujemy w O(logn). Druga mozliwos¢, to skorzystanie
z odwracalnosci operacji big-optymalnych: jesli ztozenie znanego (¢, d) oraz nieznanego (¢, d’) daje
znane (s,t), to mozemy obliczy¢ ¢’ = s/c oraz d' =t — d - ¢/. Wystepuje tutaj dzielenie modulo
p, ktore jest réownowazne mnozeniu przez dP~2, poniewaz z malego twierdzenia Fermata mamy
d?P~' =1 (mod p). Mozemy wiec stablicowaé¢ ztozenie operacji big-optymalnych na kazdym pre-
fiksie i potem uzy¢ powyzszego sposobu na uzyskanie wyniku dla dowolnego przedziatu z wyniku
dla dwoch prefiksow; realizujemy to w czasie O(logp) ze wzgledu na konieczno$é potegowania.

Piata obserwacja: bloki wydarzen niemnozacych mozna skompresowaé¢ do jednej dodawanej
liczby (i rowniez uzywacé sum prefiksowych, gdy wartosci [ lub r sa gdzies posrodku takiego bloku).

Podsumujmy opisujac calosé rozwiazania. Najpierw obliczamy zlozenia operacji big-optymal-
nych oraz blokéw wydarzeni niemnozacych w czasie O(n). Nastepnie, dla kazdego zapytania,
najpierw przetwarzamy co najwyzej logm pierwszych wydarzein mnozacych i blokéw wydarzen
niemnozacych, az do uzyskania liczby wiekszej niz m, a nastepnie aplikujemy zlozenie operacji
big-optymalnych. Daje nam to czas O(n + ¢(logm + log p)).



