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k = 0 k = 1 k = 2

k = 0 定向

对于 k = 0 的情况，删去任意一种颜色的边得到的图都是一个 DAG。
令 Gc 为删去所有颜色为 c 的边得到的图，pc 为 Gc 的拓扑序，rkc 为拓
扑序的排名序列。
对于原来的竞赛图中的边 x

c−→ y，在 p(c+1) mod 3, p(c+2) mod 3 两个排列中
x 均在 y 前面，因此至少存在至少两个颜色 c′ 满足 rkc′,x < rkc′,y。
考虑采取如下的摩尔投票策略：令

F (x, y) = [rk1,x < rk1,y] + [rk2,x < rk2,y] + [rk3,x < rk3,y],

，则原图中连接 x, y 的边的方向可以唯一确定：
若 F (x, y) ≥ 2 且 F (y, x) ≤ 1，则方向为 x → y；
若 F (x, y) ≤ 1 且 F (y, x) ≥ 2，则方向为 y → x。
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k = 0 k = 1 k = 2

k = 0 染色

考虑如何还原一组符合要求的边的颜色。
仅通过 rk1, rk2, rk3 进行还原实际上是可行的，采取如下策略：
对于还原出的不含颜色的竞赛图 G，令 x → y 是其中的一条边，那么有
F (x, y) ≥ 2。

若 F (x, y) = 2，则将该边的颜色设置为唯一满足 rkc,x > rkc,y 的颜色 c。
若 F (x, y) = 3，则任意设置该边的颜色均可。

考虑证明上述构造的正确性：若存在一个简单环 a1 → · · · → al → a1 只
包含颜色 c, (c+1) mod 3，记 q = rk(c+2) mod 3，则有 qa1 < · · · < qal <
qa1，矛盾。故上述构造一定满足所有简单环均包含三种颜色。
传输信息量为

log2

(
(n!)3

)
= 3n log2 n− 3(log2 e)n+ o(n),

当 n = 300 时需要 6123.83 个比特。
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k = 0 k = 1 k = 2

k = 1 定向

对于 k = 1 的情况，删去任意一种颜色的边，得到的图的每一个强连通分
量都是一个环。
令 Gc 为删除所有颜色为 c 得到的图。对于图 Gc 的所有环，若反转每个
环的一条边的方向，则可以得到一个 DAG。因此存在一个拓扑序满足，每
个环上的点在拓扑序上构成一段区间 [l, r]，且反转方向的边恰为 r → l。
考虑扩展 k = 0 时的做法，在传递拓扑序后额外传递每个环的信息用于修
正答案，可以采用如下方式：传递一个 01 序列，其中每段取值为 1 的区
间 [l, r) 对应一个环的拓扑序区间 [l, r]。由于每个环均满足 r − l + 1 ≥ 3，
因此可以通过 ac 唯一确定所有环。
直接传输 a0, a1, a2 的信息量为

log2

(
(n!)3

)
+ 3n = 3n log2 n+ 3(1− log2 e)n+ o(n),

当 n = 300 时需要约 7023.83 个比特。
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k = 0 k = 1 k = 2

k = 1 染色

考虑如何还原一组符合要求的边的颜色。如果直接沿用 k = 0 的做法，对
于 F (x, y) = 3 的情况任意设置边的颜色，则可能出现如下情况：

1 2 3 4
0 1 0

2 2

1

上图中，若 G0 取 [2, 4, 1, 3]，G1, G2 均取 [1, 2, 3, 4] 作为拓扑序，则将边
1 → 3 与 2 → 4 的颜色均设置为 1 也是一组解，然而额外增加了一个只
包含两种颜色的环 1 → 3 → 4 → 1。
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k = 0 k = 1 k = 2

k = 1 染色

这是因为传递的拓扑序忽略了环的信息。考虑在 F (x, y) 中特殊处理同一
个环的情况。具体地，定义 F (x, y, c) 如下：

若 x, y 在 Gc 中属于不同的环，则 F (x, y, c) = [rkx < rky ]。
若 x, y 在 Gc 中属于同一个环，则 F (x, y, c) = [(x, y) ∈ Ec]，其中 Ec 为
Gc 的边集。

令 F (x, y) =
∑

c F (x, y, c)，则仍然有 F (x, y) ≥ 2 或 F (y, x) ≥ 2，这是
因为 x

c−→ y 会使 F (x, y, (c+ 1) mod 3) = F (x, y, (c+ 2) mod 3) = 1。
不妨设 F (x, y) ≥ 2。此时再根据 F (x, y) 的值设置颜色即可，即
F (x, y) = 3 时任选一种颜色，否则选择满足 F (x, y, c) = 0 的颜色 c。
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k = 0 k = 1 k = 2

k = 1 染色

考虑证明上述构造的正确性：若存在一个简单环 a1 → · · · → al → a1 只
包含颜色 c, (c+ 1) mod 3，令 c′ = (c+ 2) mod 3，则有

F (a1, a2, c
′) = · · · = F (al−1, al, c

′) = F (al, a1, c
′) = 1.

如果存在 1 ≤ x < y ≤ l 使得 ax 与 ay 不属于 Ec′ 中的同一个环，则由
拓扑序可以得到矛盾，因此 a1, . . . , al 一定属于同一个环。此时有

[(a1, a2) ∈ Ec′ ] = · · · = [(al−1, al) ∈ Ec′ ] = [(al, a1) ∈ Ec′ ] = 1,

即在原图中这个环同样只包含 c 与 (c+ 1) mod 3 两种颜色。故上述构造
正确。
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k = 0 k = 1 k = 2

k = 1 压缩信息

上述解法使用的比特数量超出了题目的限制，核心问题在于使用 3n 个比
特传递所有 a0, a1, a2 过于浪费。
考虑进一步压缩以上信息，有两种方式，一种是直接构造，另一种则是使
用动态规划计算合法状态数量。
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k = 0 k = 1 k = 2

k = 1 压缩信息：构造

考虑进一步观察题目结构，可以发现如下性质：由于每个点仅被至多一个
只有不超过两种颜色的简单环经过，G0, G1, G2 中经过一个点的简单环的
个数之和不超过 2，其中 G0, G1, G2 中经过一个点的简单环的个数之和为
2 当且仅当这个点在一个同色简单环中。进一步地，不难证明同色简单环
必定是三元环。
对于个数之和恰好为 1 的情况，只需要记录这个点被哪个图中的环经过，
一共四种情况，需要两个比特。
对于个数之和恰好为 2 的情况，考虑只记录经过一个点的其中一个环，然
后再根据这两个环是同样的三元环的特性，利用拓扑序中这个三元环的顺
序来标记与识别。

IOI2026 中国国家集训队工作组
IOI2026 中国国家队选拔 第二试《三色花园》解题报告



k = 0 k = 1 k = 2

k = 1 压缩信息：构造

具体地，对于每一个三元环，
若仅包含一种颜色 c，则要求其在 G(c+1) mod 3 与 G(c+2) mod 3 的拓扑序中
顺序相同；
若恰好包含两种颜色 c, (c+1) mod 3，则要求其在 G(c+2) mod 3 中的拓扑序
不能以连续子串出现在 Gc 或 G(c+1) mod 3 的拓扑序中，由抽屉原理知一定
存在至少一种顺序满足要求。

此时对于每一个点，若其在某个简单环中出现，只需枚举相邻两个在同一
个图的简单环中出现的点，然后判断是否存在另一个图中这三个点的拓扑
序也连续出现即可分辨。
由于每个点需要传输两个比特，总信息量为

log2

(
(n!)3

)
+ 2n = 3n log2 n+ (2− 3 log2 e)n+ o(n),

当 n = 300 时需要约 6723.83 个比特。
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k = 0 k = 1 k = 2

k = 1 压缩信息：动态规划

对于每一个环，在可以任意指定其中一条边反转方向，因此可以任意“旋
转”环，即可以对拓扑序任意循环移位。
不妨指定每个环的拓扑序为循环移位能得到的字典序最小的序列，即将编
号最小的元素移动至最前面。
此时对于一个大小为 l 的环，表示其的方案数能够除以 l。
使用动态规划计算总方案数，得到的结果以 2 为底的对数约为 0.483n，
而每种颜色均需要记录以上结构，因此总共需要约 1.449n 个额外比特。
总信息量约为

log2

(
(n!)3

)
+ 1.449n = 3n log2 n+ (1.449− 3 log2 e)n+ o(n),

当 n = 300 时需要约 6556.20 个比特。
命题时将限制设置为了

⌈
log2

(
(n!)3

)
+ cn

⌉
(c ∈ N) 的形式，因此两种压

缩信息的方式均可通过。
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k = 0 k = 1 k = 2

k = 2

对于 k = 2 的情况，图的结构更加复杂。
考虑先分析 G1, G2, G3 的每一个强连通分量，即每个点仅被不超过 2 个
简单环经过的强连通图。可以发现其满足以下性质：

将每条有向边视为无向边后是一个平面图，其中每个环对应一个面；
将有公共点的环对应的面连边后，得到的对偶图是一棵树，且每个环的边的方
向由对应点在树上深度的奇偶性决定。

一种可能的结构如下图所示：

具体证明可以在耳分解结构上使用归纳法。每一个耳分解的添加相当于恰
好在这个原来的树上长出一个叶子面，并且旋转的方向与父亲刚好相反。
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k = 0 k = 1 k = 2

k = 2

进一步地，这个图一定存在一个点满足其是这个树形图的根，即到其他所
有点恰好有一条简单路径。可以证明，对偶图的任意一个叶子面上的终止
点即是树形图的根。如下图所示，红色边构成一棵 DFS 树，且所有黑色
边均为返祖边。

因此，原图中的每个简单环恰好对应一条返祖边，则原限制转化为该图上
的每一个点至多被两条返祖边路径覆盖，即将相交的返祖边连边后得到的
图是二分图。且由于图强连通，每一个结点至多有两个儿子。
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k = 0 k = 1 k = 2

k = 2

考虑当树确定时如何传递返祖边。将返祖边二染色后，对于其中一种颜色，
其构成结构类似栈匹配。具体地，存在一种树链剖分方案，使得剖分出来
的每一条链均满足所有返祖边无交。因此只需要记录一个点是否成为了返
祖边的端点，还原时根据奇偶性匹配即可得到所有返祖边。
由于有两种颜色，因此需要传递两种树链剖分的方案。但可以发现，第二
种颜色的剖分方案恰好为第一种颜色的剖分方案的反序（即剖分时均选择
另一条边）。因此只需要传递其中一种颜色的 DFS 序，便可还原出两种颜
色的剖分方案。
还原一组符合要求的边的颜色直接沿用 k = 1 的做法即可。
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k = 0 k = 1 k = 2

k = 2

树的形态可以使用 0, 1, 2 进行传递，额外的信息量为

3(log2 3 + 2)n = 10.75n.

实际上有效的状态并不是很多。经过粗略简枝后，额外的信息量为

(log2 972)n = 9.92n.

总信息量为

log2

(
(n!)3

)
+ (log2 972)n = 3n log2 n+ (log2 972− 3 log2 e)n+ o(n),

当 n = 300 时需要约 9101.28 个比特。
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k = 0 k = 1 k = 2

k = 2 压缩信息

与 k = 1 的情况相同，k = 2 时仍需要压缩信息，同样存在构造与动态规
划两种方式。
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k = 0 k = 1 k = 2

k = 2 压缩信息：构造

考虑直接传递对偶图的结构。如下图所示，先选取一个环作为树根，然后
将每个耳分解添加的链作为一个儿子结点加入：

整棵树的结构由三部分组成：树的 DFS 序，每个结点对应的 DFS 序区
间，以及每个结点与父亲结点的相交区间。其中 DFS 序即拓扑序，区间
划分可以使用 k = 1 的做法，用 01 序列标记每个环的位置。
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k = 0 k = 1 k = 2

k = 2 压缩信息：构造

接下来记录每个结点与父亲结点的相交区间。考虑在父亲结点上另外记录
一个标记序列：

若相交区间长度恰好为 1，则在该区间处标记 2；
若相交区间长度大于 1，则在区间左右端点处均标记 1；
若添加的链仅包含一条边，则该结点直接被父亲结点吸收，此时在区间左端点
处标记 1，右端点处标记 2。

2 1 1 1 2
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k = 0 k = 1 k = 2

k = 2 压缩信息：构造

进一步地，类比 k = 1 时的压缩方式，可以发现每个结点只会在至多一个
图中被两个简单环覆盖，且恰为标记序列中所有标记位置。
由此可以将三个图的标记序列压缩为一个，只需记录七种情况即可。
总信息量为

log2

(
(n!)3

)
+ (3 + log2 7)n = 3n log2 n+ (5.391− 3 log2 e)n+ o(n),

当 n = 300 时需要约 7866.04 个比特。
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k = 0 k = 1 k = 2

k = 2 压缩信息：动态规划

上述结构只具有必要性，不具有充分性。可以猜测原图具有更强的性质，
具体为：

存在一个常数 d 使得对于任意一个树形图，存在一个根满足每一个结点要么
只有 ≤ 1 个儿子，要么有两个儿子且其中一个儿子的子树大小 ≤ d。

目前暂未找到简单的证明方法，但可以通过搜索证明 d ≥ 3 时的正确性。
因此可以通过动态规划求出符合条件的树和符合条件的匹配方案，再计算
强连通分量的划分方案。
在动态规划得到的结果中，每个图需要约 1.797n 个比特传递信息。因此
总信息量约为

log2

(
(n!)3

)
+ 5.391n = 3n log2 n+ (5.391− 3 log2 e)n+ o(n),

当 n = 300 时需要约 7741.13 个比特。
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k = 0 k = 1 k = 2

k = 2 压缩信息：动态规划

令 F (d) 为子树大小限制为 d 的情况下最坏每一个结点所需的平均比特
数。实际计算结果表明，随着 d 的增加，F (d) 始终向着 2 逼近但是无法
超过 2，其中 F (300) 的结果为 1.971，只需要约 7897.73 个比特。因此任
取 d 均是可行的，只是可能无法在规定时间限制内得到答案。
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