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题意 部分分 容斥转化 特殊性质 一般情况

题意转化

对于原题意下的限制 Ax1,y1 < Ax2,y2，连接有向边 (x1, y1) → (x2, y2)。

那么题意转化为，对一个特殊的网格图做拓扑序计数：这个网格图 2 行
2k 列，所有相邻的点之间都连了有向边。

以下设 n = 2k+1 为网格图点数。
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题意 部分分 容斥转化 特殊性质 一般情况

部分分

枚举所有 n! 种排列然后判断是否合法，时间复杂度 O(tn! poly(n))。

进一步地，通过状压 DP 计算任意 n 个点有向图的拓扑序数量，时间复杂
度 O(t2n poly(n))。
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题意 部分分 容斥转化 特殊性质 一般情况

部分分

考虑动态规划，设 dpi,j,k 表示如果只确定前 i 列内所有值的相对大小，
第 i 列上面的值是 j，下面的值是 k 的方案数对 2 取模后的结果。

转移直接枚举第 i+ 1 列两个位置被填入的值，时间复杂度 O(tn5)。

可以分步转移优化到 O(tn4)，进一步前缀和优化可以做到 O(tn3)。

由于只求答案模 2 的结果，还可以压位做到 O(tn3/w)。
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题意 部分分 容斥转化 特殊性质 一般情况

容斥转化

根据容斥原理，对一张任意的图 G，可以任选 G 中有向边 u → v，那么
图 G 的拓扑序数量（下面简称答案）就等于从 G 中删去 u → v 得到图的
答案，减去从 G 中反转 u → v 这条边方向得到图的答案。

考虑 2k 列以及模 2 到底有什么用：总点数是 2k+1，如果图不弱连通，答
案一定是 0，原因是合并各个弱连通块答案会乘二项式系数，但这个系数
模 2 一定是 0。

推论：如果视为无向图后一条边是这张无向图的割边，这条边的方向不影
响答案，可以随意反向。

此外，由于模 2，容斥系数 −1 也可以直接忽略。
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题意 部分分 容斥转化 特殊性质 一般情况

容斥转化

通过“逐步容斥”，也就是每次选定一个子问题，选定其中一条边对它进
行容斥从而该子问题分裂成两个，最终可以使得所有子问题满足：

网格图中所有横向的边一定指向右边，所有点至多有一条出边，且图弱连通。

其中图弱连通的性质不是很重要，因为如果不满足就直接丢弃这个子问题
就可以了。

这样得到的子问题是每个点儿子数量不超过 2 的根向树，答案是 1 当且
仅当对所有儿子数为 2 的点，其两个儿子的子树大小写作二进制无交。

接下来我们给出一个达成该目的的算法。方便起见我们先考虑 bi ̸= bi+1

的特殊性质，也就是所有竖着的边方向交错的子任务。

IOI2026 中国国家集训队工作组
IOI2026 中国国家队选拔 第一试《谜题 II》解题报告



题意 部分分 容斥转化 特殊性质 一般情况

归纳考虑

对 p 进行归纳，作出以下归纳假设：
只对前 p 列内部的边进行容斥，就已经使得网格图前 p 列内部已经满足上述
性质。
第 p 列的竖边没有被改变方向。

p = 1 是归纳起点，考虑 p → p+ 1 该如何做。

最简单的想法是直接容斥让 p, p+ 1 列之间的两条横边要么向右要么不存
在，这样所有横向边指向右边的性质就直接满足了。

对于所有点至多有一条出边的性质，由于 p− 1, p 列之间的横边一定向右，
从而 (1, p), (2, p) 两个点的出边只有可能是 p, p+ 1 列之间的横边，或者
连接 (1, p), (2, p) 之间的边。这里还需要进一步讨论。
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题意 部分分 容斥转化 特殊性质 一般情况

容斥细节

现在的情况如下图所示，其中虚线边表示这条边可能存在也可能不存在，
实线边表示这条边必然存在：

(1, p) (1, p+ 1)

(2, p+ 1)(2, p)
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题意 部分分 容斥转化 特殊性质 一般情况

分类讨论

先对 (1, p), (1, p+ 1) 之间的边是否存在分类讨论：

Case 1：(1, p) → (1, p+ 1) 的边不存在，如下图所示：

(1, p) (1, p+ 1)

(2, p+ 1)(2, p)

此时 (2, p) → (2, p+ 1) 若不存在则图不连通，故只需考虑其存在的情况。
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题意 部分分 容斥转化 特殊性质 一般情况

分类讨论

Case 2：(1, p) → (1, p+ 1) 的边存在。对 (2, p), (2, p+ 1) 之间的边是否
存在进一步讨论：

Case 2.1：(2, p) → (2, p+ 1) 的边存在。可达性相同的 DAG 的答案一样，
删去边 (1, p) → (1, p+ 1) 不改变可达性，所以可进行下图所示的转化。
可以发现，转化后的图和 Case 1 的图一致。

(1, p) (1, p+ 1)

(2, p+ 1)(2, p)

(1, p) (1, p+ 1)

(2, p+ 1)(2, p)

(1, p) (1, p+ 1)

(2, p+ 1)(2, p)

Case 2 Case 2.1 Case 2.1’
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题意 部分分 容斥转化 特殊性质 一般情况

分类讨论

Case 2.2：(2, p) → (2, p+ 1) 的边不存在。此时 (1, p) 和 (2, p) 之间这条
边是割边，因此可以认为它向上。

(1, p) (1, p+ 1)

(2, p+ 1)(2, p)

(1, p) (1, p+ 1)

(2, p+ 1)(2, p)

Case 2.2 Case 2.2’
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题意 部分分 容斥转化 特殊性质 一般情况

情况整理

上述分析表明当 bp = 1, bp+1 = 0 时，对于原先的子问题会分裂为：
Case 1 要求第一步容斥后 (1, p) → (1, p+ 1) 的边不存在，即原先方向是
(1, p+ 1) → (1, p)，条件是 ap = 0。还要求 (2, p) → (2, p+ 1) 的边存在，
但不论这条边原先的方向，第一步容斥后总会得到一个向右的子问题，这里没
有限制。
Case 2.1 要求第一步容斥后两条边均存在，同上这里没有限制。
Case 2.2 要求第一步容斥后 (1, p) → (1, p+ 1) 存在而 (2, p) → (2, p+ 1) 不
存在，条件是 cp = 0。
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题意 部分分 容斥转化 特殊性质 一般情况

情况整理

简单来说：
Case 1：ap = 0 时得到一个如下左图的子问题。
Case 2.1：无论如何，得到一个如下左图的子问题。
Case 2.2：cp = 0 时得到一个如下右图的子问题。

(1, p) (1, p+ 1)

(2, p+ 1)(2, p)

(1, p) (1, p+ 1)

(2, p+ 1)(2, p)
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题意 部分分 容斥转化 特殊性质 一般情况

情况整理

现在已经容斥得到期望的根向树的结构，假设对于一个已有的子问题，其
二元组信息是 (x, y)，表示该子问题中 1 ∼ p− 1 列的点一直沿着出边走，
首个走到 (1, p) 的点有 x 个，(2, p) 的则是 y 个，在该容斥过程中：

ap = 1 且 valid(x+ 1, y) 时得到一个 (0, x+ y + 2) 的子问题。
cp = 0 且 valid(x, y + 1) 时得到一个 (x+ y + 2, 0) 的子问题。

其中 valid(s, t) = 1 当且仅当 s, t 二进制下无交。

(1, p) (1, p+ 1)

(2, p+ 1)(2, p)

(1, p) (1, p+ 1)

(2, p+ 1)(2, p)
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题意 部分分 容斥转化 特殊性质 一般情况

特殊性质的完整解法

bp = 0, bp+1 = 1 的转移是对称的，注意到容斥进行到第 p 列时二元组必
然形如 (2(p− 1), 0) 或 (0, 2(p− 1))，记录有多少子问题对应这两种二元
组 DP 转移即可，时间复杂度 O(t2k)。

进一步化简可以得到答案为 1 的充要条件：对于所有 1 ≤ i < 2k，均有
ai = ci。

另一方面，直接找规律也可能得到这个结论。
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题意 部分分 容斥转化 特殊性质 一般情况

容斥

若 bp = bp+1，则可以先对 (2, p) → (1, p) 这条边容斥，得到的子问题中
边方向变为 (1, p) → (2, p)，是前面讨论的情形。

而 (1, p), (2, p) 间边不存在的，由于原本前 p 列是树，现在切开
(1, p), (2, p) 间边后 (1, p), (2, p) 两点必然不连通，从而 (1, p), (1, p+ 1)

间的边和 (2, p), (2, p+ 1) 间的边都是割边，都转成向右即可。

(1, p) (1, p+ 1)

(2, p+ 1)(2, p)

(1, p) (1, p+ 1)

(2, p+ 1)(2, p)

(1, p) (1, p+ 1)

(2, p+ 1)(2, p)
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题意 部分分 容斥转化 特殊性质 一般情况

一般情况的初步解法

所以 bp = bp+1 的情况只需要添加 (x, y) → (x+ 1, y + 1) 的转移即可。

注意到 x+ y = 2(p− 2) 恒成立，直接对每种二元组记录对应方案数转移，
时间复杂度 O(t4k)。

进一步的优化是考虑二元组之间的转移要么是一直都 +1，要么是直接到
达某一项为零的状态。

可以只记录所有某一项为零的状态的真实 DP 值，然后直接考虑这些状态
间的转移，具体来说直接考虑进行多少次都 +1 操作后汇聚到一个 (0, ∗)
的状态或 (∗, 0) 的状态。

“汇聚”转移时有转移前两个二进制数无交的限制，这保证了有效的转移
只有 O(3k) 个，只做有效的转移可以做到 O(t3k)。
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题意 部分分 容斥转化 特殊性质 一般情况

优化方向一：压位

最后观察到 a, b, c 只控制一些潜在可行的转移是否真的进行，因此可以将
代码写成“永远执行所有 O(3k) 种潜在转移，而在转移时与上这个转移的
条件”的形式。

DP 状态只有 1 bit 的信息，且每组数据中转移结构完全相同，因此可以
压位在一轮计算内同时维护 w 组数据的 DP 值，其中 w 是计算机字长。

精细实现后，时间复杂度为 O(t2k + ⌈t/w⌉3k)。
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题意 部分分 容斥转化 特殊性质 一般情况

优化方向二：分治

不考虑压位，每次取一个极长的 b 相同的连续段进行转移。

一种与上述介绍的 DP 方式殊途同归的状态设计会需要解决以下问题：
设 g, f 为序列，gi 由 f1∼i 确定。需要处理所有转移
gj → fi (j < i, p(i, j) := (i+ j − 1) and(2(2k − i− 1)) = 0)。

考虑分治解决 [l, r) 内的转移，不妨设 r − l = 2t。

分治时，需要额外计算
h[l,r)(x, y) :=

∑
j∈[l,r)[p(y, j) mod 2t = 0][⌊ y+j−1

2t
⌋ = x]gj，其中

x ∈ [⌊ r
2t
⌋ − 2, ⌊ r

2t
⌋], y ∈ [0, 2t)。

分治过程如下：
递归解决 [l, l + 2t−1)。
利用 h[l,l+2t−1)(·, ·)，处理 [l, l + 2t−1) 对 [l + 2t−1, r) 的贡献。
递归解决 [l + 2t−1, r)。
计算 h[l,r)(·, ·)，共 O(2t) 个值。
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题意 部分分 容斥转化 特殊性质 一般情况

优化方向二：分治

实际情况会稍麻烦一些，但总之可以在 Θ(len log len) 时间内完成一个长
度为 len 的连续段的转移。

如果使用之前介绍的状态设计，也可以类似地分治记录信息来优化。

时间复杂度为 Θ(t2kk)。
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结合起来

事实上两个优化方向可以结合，具体来说分治合并信息时可以压位做到

Θ(
2t

w
) 完成长度为 2t 的区间的信息合并，当然在此之前要先递归到左侧，

在此之后要递归到右侧。

结合起来，可以在 Θ(2k) 时间内计算一组数据的答案，总复杂度为
Θ(t2k)。
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