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题目大意

给定一张 n个结点的无向完全图G, 边 (i, j)带非负整数权 vi,j , 保证 vi,i = 0, vi,j = vj,i.

同时, 每个结点有一个非负整数变量 wi.

定义对一个点 i进行一次收集操作为, 将 wi 的值加上∑j vi,j , 并将 wj 的值减去 vi,j . 称一次
对点 i的收集操作合法, 当且仅当操作前 wj ≥ vi,j .

在图G上称一组点权收集-free, 当且仅当以这组点权为初始状态, 存在一种方式, 能够进行无限
次合法的收集操作.

你有两种任务. 第一种,构造一组点权 wi
′ , 使得 wi

′ 收集-free, 且最小化∑i wi
′ ; 第二种, 给定

一组点权 wi
′ , 你需要判断 wi

′ 是否 收集-free.

数据范围

令 o表示任务类型, m表示边权非 0 的边数.

对于所有数据, o ∈ {1, 2}, 1 ≤ n ≤ 3 × 105, 0 ≤ m ≤ min (106, 2
1 n(n − 1)), 0 ≤

wi
′ ≤ 1018.

Subtask 编号 n的上界 m的上界 特殊性质 分值

1 10 10 / 10

2 20 100 / 10

3 300 300 / 10

4 / n − 1 o = 1, 非 0 边构成一棵树 10

5 / / o = 1 30
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Subtask 编号 n的上界 m的上界 特殊性质 分值

6 / / o = 2 20

7 / / / 10

解题过程

部分分

n ≤ 10

不难发现对于任意一组 收集-free 的点权, 一定存在一种方式使得在操作了每个结点各一次后点
权与初始情况相同. 故枚举每个排列后倒推点权或判断是否合法即可. 时间复杂度
O(n!poly(n)).

n ≤ 20

这部分留给一些 O(2npoly(n))的 Dp 做法.

n ≤ 300

这部分留给具有奇思妙想的选手.

o = 1,非 0 边构成一棵树

随意定一个根, 每个结点的点权设为非返祖边边权之和, 按深度从大到小操作即可.

约定

用局面指代 wi 序列. 称局面 A是局面 B 的子局面, 当且仅当局面 A中每个点的点权都不超
过局面 B 中对应点的点权.

我们不再认为 vi,j 是一条边的边权, 而是连接了点 i与点 j 的边权为 1 的边的数量. 显然这不改
变收集操作对局面的影响. 故下文假定每条边的边权都为 1, 并且不再强调边权.

若G不连通, 则显然构造点权可以对每个连通块分别构造, 并将不在这个连通块的点权设为 0;



判断一个局面是否 收集-free 可以对每个连通块分别判断. 故下文假定G连通.

结论

一个局面 A收集-free 的充要条件为, 图G存在一种 DAG 定向的方式, 使得将定向后每个结点
的入度看作一个局面 B 后, 有 B 是 A的子局面. 下文中给出了两种证明方式, 其中第一种较简
单, 而第二种提供了一个优美的结构, 且能够推出更多的性质.

第一种证明

充分性: 我们每次可以对拓扑序最靠前的结点进行收集操作. 由于这个结点的所有邻边都是出边,
这次操作合法. 且操作完后所有邻边变为入边, 则这个结点在拓扑序中移动到最靠后的位置, 新图
依旧是 DAG, 故可以进行无限次合法的收集操作.

必要性: 对于局面 A, 任取一个无限长的收集操作序列, 根据第二种证明中的 Lemma 1, 所有结点
都在序列中出现. 根据在序列中第一次出现的位置将所有结点升序排列 (不妨假设排列后的结点
顺序即为 1, 2, ⋯ , n), 我们声称这个拓扑序给出的局面 B 是 A的子局面.

显然在结点 i被操作前, wi 不会增加, 且结点 1, 2, ⋯ , i − 1都被至少操作过一次, 故这些收集
操作合法的必要条件有 wi ≥ ∑j=1

i−1
vj,i. 故 B 的确是 A的子局面, 命题得证.

第二种证明

准备工作

我们先对收集操作进行观察. 发现收集操作合法的条件与所有非自身的点的点权有关, 较为复杂.
于是我们可以想到与收集操作对称的另一个操作, 称为扩散操作.

形式化地定义, 对一个点 i进行一次扩散操作为, 将 wi 的值减去∑j vi,j , 并将 wj 的值加上

vi,j . 称一次对点 i的扩散操作合法, 当且仅当操作前 wi ≥ ∑j vi,j .

容易发现扩散操作合法的条件只与自身的点权有关, 且扩散操作和收集操作互为逆操作. 类似地,
用扩散-free指代一个局面存在一种方式能够进行无限次合法的扩散操作.

由于进行操作伴随着局面的变化, 故如果我们想考虑不同的局面之间的关系的话, 需要一个更好
的结构来帮助思考.



容易想到可以对图G定义一张局面图 G. 也即, 将每个不同的局面视为一个结点, 如果一个局面
A能够通过一次合法的扩散操作变为另一个局面 B, 则 G 中有 A向 B 的有向边.

构造总和最小的 收集-free 点权

我们先考虑 o = 1的情况.

类似准备工作中的思路, 我们希望把求解 收集-free 局面中∑i wi 的最小值, 变为求解 扩散-free
的局面中∑i wi 的最小值. 为此, 考虑在 G 中找出哪些局面 收集-free, 以及哪些局面 扩散-free.

先考虑 收集-free 的局面, 对应在 G 上逆向行走. 则 收集-free 的局面有且仅有 强连通分量内的局
面以及强连通分量能够到达的局面. 类似地, 扩散-free 的局面有且仅有 强连通分量内的局面以及
能够到达强连通分量的局面.

Lemma 1. 如果一个局面 扩散-free, 那么在无限次进行合法的扩散操作的过程中,所有点都会被
操作无限次.

Proof. 假设存在一些点只会被操作有限次, 任取一个这样的点组成的连通块G′. 显然G中至少
有一个点会被操作无限次, 且G连通, 故G′ 一定有一个会被操作无限次的邻点 v.

记 S = ∑i∈/G′ wi. 容易发现, S 只有在对G′ 内的点操作时才会增加, 故 S 只会增加有限次, 但

每次对 v 进行操作时 S 都会减少, 故 S 会减少无限次. 又有 S 始终非负, 故矛盾.

Lemma 2. G 中强连通分量内的局面,出边指向的所有局面都在强连通分量内.

Proof. 取一个强连通分量内的局面 A, 以及它通过对点 u进行扩散操作到达的另一个局面 B. 我
们只需要证明 B 能够通过若干次扩散操作到达 A, 即可证明上述命题.

取一个经过 A的简单环, 假设这个环的长度为 k, 从 A开始沿着这个环走一圈所进行的扩散操作
序列为 v1, v2, ⋯ , vk . 根据 Lemma 1, {vi}一定包含了G中的所有结点, 故存在一个下标
1 ≤ p ≤ k 使得 vp = u且对于任意的 1 ≤ i < p有 vi = u.

考虑一个新的长度为 k 的从 A开始的操作序列 v′, 满足 v1
′ = u, 对于 1 ≤ i < p有 vi+1

′ = vi

, 对于 p < i ≤ k 有 vi
′ = vi. 现证明从 A开始的操作序列 v′ 合法.



显然只需证明前 p次操作均合法即可. 由假设得第一次操作合法, 且剩下的 p − 1次操作都不是
对于 u进行的操作. 由于扩散操作合法只与进行操作的那个点的点权有关, 且点权越大越容易合
法, 且如果不进行第一次操作, 依次进行剩下的 p − 1个操作合法, 故前 p次操作合法.

显然从 A开始按序列 v′ 进行操作会回到 A局面, 且从 A开始操作 v1
′ = u会到达局面 B, 故

局面 B 能通过若干次扩散操作到达 A, 命题得证.

根据 Lemma 2, 收集-free 的局面有且仅有 强连通分量内的局面. 进一步, 收集-free 的局面都是
扩散-free 的局面.

这是符合我们在准备工作中的认识的, 因为扩散操作合法的条件显得更加宽松. 由此, 收集-free
的局面中∑i wi 的最小值大于等于扩散-free 的局面中∑i wi 的最小值.

于是, 我们可以开始考虑 扩散-free 的局面中∑i wi 的下界.

由于局面会不断地改变, 我们希望将∑i wi 对应到其他不会改变的量上面去.

为了方便对应, 我们认为每 1 单位的点权都是互不相同的. 对一个点 i进行扩散操作时, 我们可
以选取 i已有的点权中的任意一部分, 并任意地将它们分配给其他点, 只要总的数量满足操作规
则即可.

我们称一条边一定处于两种不同的状态之一, 分别为未分配和已分配. 所有的边初始状态为未分
配. 当我们对一个点 i进行扩散操作时, 若 i连接的边中存在一条边是未分配的, 则认为这次操作
通过这条边移动到邻点的那 1 单位的点权被分配到了这条边上, 并将这条边的状态改为已分配;
若 i连接的边中存在一条边是已分配的, 若这条边被分配的点权在 i上, 则我们将这条边被分配
的那 1 单位的点权通过这条边移动到邻点去; 否则任选 1 单位尚未被分配的点权移动过去.

显然操作了点 i之后, 它连接的所有的边的状态都是已分配.

显然当 1 单位的点权被分配到了某一条边上之后, 这 1 单位的点权就只会在这条边的两个端点间
通过这条边移动. 故每条已分配的边所被分配的点权互不相同.

根据 Lemma 1, 在无限次进行合法的扩散操作的过程中, 所有点都会被操作至少一次. 故一定存
在一个时刻, 在这个时刻之后每条边的状态都是已分配. 由于每条边被分配的点权互不相同, 则 扩
散-free 的局面∑i wi 的下界为m.



由于收集-free 的局面中∑i wi 的最小值大于等于扩散-free 的局面中∑i wi 的最小值, 故 收集
-free 的局面∑i wi 的下界也为m.

现在考虑 收集-free 的局面∑i wi 能否取到m. 容易发现, 如果我们对G中的每条无向边定向,
使得定向后的图成为一个 DAG, 将每个点的点权设为它的入度, 则这个局面 收集-free.

具体地, 我们每次可以对拓扑序最靠前的结点进行收集操作. 由于这个结点的所有邻边都是出边,
这次操作合法. 且操作完后所有邻边变为入边, 则这个结点在拓扑序中移动到最靠后的位置, 新图
依旧是 DAG, 故可以进行无限次合法的收集操作.

因此, 收集-free 的局面中∑i wi 的最小值为边数, 也即∑i,j vi,j . 具体的构造方法在上文中已
给出. 显然能够做到线性的时空复杂度.

结论的证明

Lemma 3. 一个局面 A收集-free 的充要条件为, 图G存在一种 DAG 定向的方式, 使得将定向后
每个结点的入度看作一个局面 B 后, 有 B 是 A的子局面.

Proof. 充分性在上文已提到, 下证必要性. 根据 Lemma 2, 收集-free 的局面都在 G 的强连通分量
内, 故 收集-free 的局面都存在一种方式使得进行若干次收集操作后回到原局面. 根据 Lemma 1,
在回到原局面前进行的这些操作中, 每个结点都会被操作至少一次. 故依旧可以为边分配 1 单位
的点权, 且回到原局面后每条边都已分配.

只考虑被分配过的点权作为子局面, 我们尝试说明这样的子局面可以通过 DAG 定向的方式得
到. 我们按照每个结点最后一次被收集操作的时刻来对每个结点排序, 并声称这个顺序也是
DAG 定向所参照的拓扑序.

显然对一个结点进行收集操作之后它的所有邻边被分配的点权都会来到这个结点上, 故此时在
DAG 定向的拓扑序中它可以位于最靠后的位置. 则通过倒推不难发现每个结点都在一个合理的
拓扑序的位置上. 故这样的子局面可以通过 DAG 定向的方式得到.

判断点权是否 收集-free
根据结论, 我们只需要判断一个局面是否有一个子局面可以通过 DAG 定向得到. 下面给出一个简
单的贪心算法.

显然这个子局面中一定有至少一个点权等于度数的结点, 对应 DAG 中没有出度的结点. 故可以尝



试在G中任取一个点权大于等于度数的结点, 将它所有的邻边的方向设为朝向这个结点, 并将
这个结点从G中删去. 重复进行这一操作, 直到G为空 或者G非空但无法找到任何一个点权大
于等于度数的结点.

假设我们任取的这个点权大于等于度数的结点在 DAG 定向中并非没有出度的结点, 则选取的这
个结点一定有一些邻边被定向成朝向对侧的结点. 则不妨将这些邻边的方向改为朝向自己, 显然
对侧的结点的入度变小, 且选取的这个结点始终合法, 故新的定向方案同样合法. 故将我们选取的
这个结点钦定为 DAG 定向中没有出度的结点不劣.

因此, 当无法继续选取结点时, 若G为空则原点权 收集-free, 否则原点权不是 收集-free 的.

这一部分通过精细实现可以做到线性的时空复杂度.

总结

o = 1的部分可以用充分性证明中的构造简单解决. o = 2的部分可以用上文中的贪心算法解
决.

至此, 我们就对每个用到的关键结论进行了简单的证明, 并用线性的时空复杂度解决了问题.
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另: 本题标题意为 "收集操作你的性质太美好", 请勿过度解读.
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