
世界是个动物园  

简化题意  

给出一个大小为 的竞赛图，其中点 与点 之间的边的方向由给出的 个区间确定，对于 ，如
果存在 满足 ，那么 与 之间的方向就是从 到 ，否则就是从 到 。对于 ，问保
留点 后，若将任意一个三元环内的节点都并到同一个集合内，图中共有多少个集合。

解法  

初步分析  

题目中给出的图是一个竞赛图(Tournament)，在竞赛图相关的问题上，有许多有趣的性质是值得考量的。

现在有一个竞赛图 .

 

性质：G中的所有强连通分量(Strongly Connected Component)缩点后的图的拓扑序是唯一的。

记 为 中的强连通分量数量， 为这 个强连通分量的拓扑序，其中 。

如图：

对于 ， ，都有 .

 

对于一个竞赛图 ，若任意一个三元环内的节点都并到同一个集合，那么集合的数量实际上就是图中强
连通分量的数量。

考虑 中的 个强连通分量 ，首先，不同的强连通分量的点不会在同一个集合内，因为不存在一个三
元环中的点是在不同的强连通分量内的。

然后只需要证明，一个强连通分量内的所有点最后会在同一个集合内。

 

证明：一个强连通竞赛图 内的所有点属于同一个集合
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考虑归纳证明。

当 时，只有一个点，显然成立。

当 时，由于不存在大小为2的强连通竞赛图，同样成立。

当 时，有且仅有一个三元环，显然成立。

考虑 的情况，假设上面结论对于 的强连通竞赛图 都成立。

任取 中的一个点 ，记 ， 为 中 的导出子图， 为 中的强连通分量数量，
为 中的 个强连通分量按照拓扑序排列的序列。

如果 （即 是一个强连通竞赛图），由于 是一个强连通分量，那么在 中一定可以找到两个点 ，使得
，如果没有这样的两个点，那么要么 大于 （即 不是一个强连通竞赛图），要么 不是

强连通的。

如果 ，那么在 中一定存在一个点 使得 ，在 中一定可以找到一个点 使得 ，对于
，有两种情况：

1、如果 中存在一个点 使得 ，那么由于 ，三元环 存在，那么 与 中的点属于同一

个集合。

2、如果 中存在一个点 使得 ，那么由于 ，三元环 存在，那么 与 中的点属于同一

个集合。

这两种情况中显然至少会有一种存在。

然后，对于 和 ，由于 ，三元环 存在，所以 与 中的点属于同一个集合。

综上，一个强连通竞赛图 内的所有点都属于同一个集合。

 

至此，问题变成了，对于 ，定义 ，求出 中 的导出子图 中的强连通分量
的数量。

 

 

只需要每次用tarjan求出强连通分量数即可，时间复杂度 。

 

 

考虑加入第 个点。

记 为此时图中强连通分量的数量， 为图中所有强连通分量按拓扑序排列的序列。

找到最大的 使得 中存在 使得 ，如果不存在这样的 ，那么

找到最小的 使得 中存在 使得 ，如果不存在这样的l，那么

若 ，那么再加入点 之后， 和 不会发生变动，而 会和点 合并成一个新的强连通分量。

否则， ，那么 独自一个点称为一个新的强连通分量，并且排列在 和 之间。
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每次只需要 的时间找到 ，总的时间复杂度 。

 

进一步分析  

为了解决后面的部分，需要先来考虑一些特殊的性质。

实际上，从 的做法里可以看出，一共会得到 个不同的强连通分量，实际上这些强连通分量之间形成了一
个树形关系。

具体而言，在加入点 之后，当 时， 与 组成了一个新的强连通分量 ，定义 的根为 ，然后树中 的儿子
按照顺序从左到右就是 的根，当 时， 独自形成一个新的强连通分量 ， 的根为 ，且 是一个叶子（没
有儿子）。

注意树中的一个节点的儿子是存在顺序关系的。

举个例子，如下图：

图中黄色点表示还未加入的节点，蓝色点表示已经加入图中的节点，现在要加入节点 ，此时有三个强连通分
量，按照顺序， ，加入节点 之后， 和 会合并成一个新的强连通分量

由于产生了树状结构这一优美的性质，在暴力算法中，我们要求的 ， 实际上就是 的出边中 序最小的节点所
在的强连通分量， 对应的是 的入边中 序最大的节点所在的强连通分量。

于是，可以得到一个很自然的思路：维护 中所有节点的 序的相对顺序。

 

 

用一棵线段树维护区间内 序最小的节点和 序最大的节点，用一棵平衡树维护已加入节点的 序，用一个链
表维护当前的强连通分量按拓扑序排列的序列。

加入节点 时，枚举出边中的 段区间，询问这些区间中 序最小的节点，如此可以得到 ，类似地可以得到 。

如果 ，那么将 插入到平衡树的最末端，否则将 插入到平衡树中 的根的前面。

然后更新平衡树中包含 的区间的信息。

每次比较两个节点 序的大小关系需要 的时间在平衡树上查询一个节点的排名。

时间复杂度是 。
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同样用平衡树维护节点的 序。

与上面做法的不同的地方在于，离线的时候可以在加入 点的时候维护所有右端点在 的询问：维护一个单调栈，栈
中的元素 表示 是当前以 为开头的后缀中 序最小（大）的元素，加入 的时候，可以不断的比较并弹出栈顶元
素，对于一次询问，只需要在栈中二分即可。

时间复杂度 。

 

，512MB  

在离线算法的基础上，用可持久化数据结构维护栈中元素的变化。

也可以求出 前第一个 序小（大）于 的节点，即加入 时的栈顶元素，容易发现这个也是树形结构，用倍增维护
的 个父亲即可。

时间复杂度 ，空间复杂度 .

 

，16MB  

前面的在线算法的弊端在于，每次比较两个节点的 序的时候，需要用 的时间在平衡树上求对应节点
序的排名。

可以考虑给每个节点附上一个权值，这个权值之间的相对大小关系对应着节点 序的相对大小关系。

为了解决权值精度的问题，可以使用后缀平衡树中的解决办法，用一棵重量平衡树（出题人使用了treap）维护节

点 序，treap中每个节点表示一个区间 ，这个节点的权值为 ，其左儿子代表的区间为

，右儿子代表的区间是 ，用线段树维护区间内的节点的权值的最值，每次往treap中加入一个节点的时候，
如果某棵子树的权值不符合前面所说的，那么就暴力重构整棵子树的权值，由于相对大小没有变，所以没有必要在
线段树上面修改，那么加入节点的期望复杂度是 的（详情参考陈立杰2013的国家集训队论文《重量平衡
树和后缀平衡树在信息学竞赛中的应用》）。

这样做之后，修改的复杂度变成了 的，由于维护的东西变成了可以直接 比较大小的实数，所以询问
的复杂度变成了 .

时间复杂度 ，空间复杂度 。
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