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1 题目大意

实际上就是求：

n∑
i=1

i∑
x1,x2...xk=1

lcm(gcd(i, x1), gcd(i, x2) . . . gcd(i, xk)) mod (109 + 7)

其中1 ≤ n, k ≤ 109, 1 ≤ n ∗ k ≤ 109。

2 k有特殊限制的解法

2.1 Subtask 1 n ≤ 106, k = 1 5pts

n∑
i=1

i∑
x=1

gcd(i, x) =

n∑
i=1

∑
d|i

φ(d)
i

d
=

n∑
d=1

φ(d)f(bn
d
c)

其中f(n) = n∗(n+1)
2
，线性筛预处理出φ(d)即可。

2.2 Subtask 2 n ≤ 109, k = 1 5pts

使用杜教筛或min 25筛等方法快速计算φ(d)前缀和，整除分块即可。
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2 K有特殊限制的解法 2

2.3 Subtask 3 n ≤ 106, k = 2 7pts

n∑
i=1

i∑
x=1

i∑
y=1

lcm(gcd(i, x), gcd(i, y)) (1)

=

n∑
i=1

i∑
x=1

i∑
y=1

gcd(i, x) ∗ gcd(i, y)
gcd(i, x, y)

(2)

=

n∑
k=1

1

k

n∑
i=1

i∑
x=1

i∑
y=1

[gcd(i, x, y) == k] ∗ gcd(i, x) ∗ gcd(i, y) (3)

=

n∑
k=1

k

bnk c∑
i=1

i∑
x=1

i∑
y=1

∑
d|gcd(i,x,y)

µ(d) ∗ gcd(i, x) ∗ gcd(i, y) (4)

=

n∑
k=1

k

bnk c∑
d=1

µ(d)d2
b n
kd c∑
i=1

i∑
x=1

i∑
y=1

gcd(i, x) ∗ gcd(i, y) (5)

=

n∑
T=1

T ∗ f(bn
T
c)
∑
d|T

dµ(d) (6)

其中f(n) =
∑n

i=1(
∑i

x=1 gcd(i, x))
2，注意到f(n)是一个积性函数前缀和的

形式，使用线性筛预处理即可。

2.4 Subtask 4 n ≤ 109, k = 2 8pts

用min 25筛预处理积性函数的前缀和，整除分块即可。
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3 k无特殊限制的解法

3.1 Subtask 5 n ≤ 107 35pts

当k大于2时无法通过简单的反演将lcm进行化简，注意到gcd(x, i)为i的

约数，于是

n∑
i=1

i∑
x1,x2...xk=1

lcm(gcd(i, x1), gcd(i, x2) . . . gcd(i, xk)) (7)

=

n∑
i=1

i∑
x1,x2...xk=1

i

gcd( i
gcd(i,x1)

, i
gcd(i,x2)

. . . i
gcd(i,xk)

)
(8)

=

n∑
i=1

∑
x1,x2...xk|i

φ(x1)φ(x2) . . . φ(xk)
i

gcd(x1, x2 . . . xk)
(9)

记f(i) =
∑

x1,x2...xk|i φ(x1)φ(x2) . . . φ(xk)
i

gcd(x1,x2...xk)
，容易发现f为积

性函数。1

当i = pk，

f(i) =

i∑
x1,x2...xd=1

lcm(gcd(pk, x1), gcd(p
k, x2) . . . gcd(p

k, xd)) (10)

=

k∑
x1,x2...xd=0

pmax{x1,x2...xd}
d∏

j=1

φ(pk−xj ) (11)

按照max{x1, x2 . . . xd}分类计算。
令g(mx) =

∑mx

x1,x2...xd=0

∏d

j=1 φ(p
k−xj ) = (

∑mx

x=0 φ(p
k−x))d

则容易看出

g(mx) =

(pk − pk−1−mx)d if 0 ≤ mx ≤ k − 1,

pkd if mx = k.

f(pk) =

k∑
mx=0

pmx(g(mx)− g(mx− 1))

进一步可以得到f(pk)→ f(pk+1)的递推式

f(pk+1) = pdf(pk) + (1− 1

p
)(p(k+1)(d+1) − pk+1(pk+1 − 1)d)

于是可以线性预处理出f(i)

1为了表达的方便，以下内容中用d代替题面中的k



4 总结 4

3.2 Subtask 6 40pts

考虑使用min 25筛优化这个过程

f(p) = pd+1 − (p− 1)d+1 (12)

= −
d∑

i=0

(−1)(d+1−i)
(
d+ 1

i

)
pi (13)

于是可以在O( n
3
4

log(n)
d)内求出答案。结合上一部分的算法即可通过所有

子任务。

4 总结

本题是一道数学题，考察了选手对于筛法，反演，和式变换等的运用。

题面切合实际背景，解法比较自然。设置了较为详细的部分分，有一定的

区分度。


