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1 题目来源
题目改编加强自 Atcoder Grand Contest 018 Problem E. Sightseeing Plan1。
原题为本题的 n = 1 的版本的一个弱化版。

2 题目大意
在 H ×W 的网格中有 n+2 个矩形（标号为 0 . . . n+1），矩形以 (xli , yli) 为左

上角，(xri , yri) 为右下角，这 n + 2 个矩形的横坐标和纵坐标都递增，你要从第
0 个矩形中选一个点作为起点，第 n + 1 个矩形中选一个点作为终点，然后选一
条从起点到终点的路径。
对于第 1 个到第 n 个矩形中的第 i 个矩形，如果路径经过第 i 个矩形中的 ci

个格子，这条路径的权值就乘 2ci − 1（c 个餐馆中选出一个非空集合进入），即
这条路径的权值为

n∏
i=1

(2ci − 1)

求所有可行路径的权值和，答案对 998244353 取模。

3 数据规模
假设

AMX = max
0≤i≤n+1

{max{xri − xli + 1, yri − yli + 1}}

对于所有数据，有

• 2 ≤ H,W ≤ 2 × 105

• 0 ≤ n ≤ min{H,W} − 2

• 对于 ∀ 0 ≤ i ≤ n + 1，有 1 ≤ xli ≤ xri ≤ H, 1 ≤ yli ≤ yri ≤ W

• 对于 ∀ 0 ≤ i ≤ n，有 xri < xli+1
, yri < yli+1

1题目链接：https://beta.atcoder.jp/contests/agc018/tasks/agc018_e
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子任务：

子任务编号 分值 H,W n AMX
1 2 ≤ 4 —— ——
2 4 ≤ 300 ≤ 300 ——
3 9 ≤ 2 × 103 —— ——
4 4 —— —— = 1
5 7 —— = 0 ≤ 103

6 10 —— = 0 ——
7 5 —— = 1 ≤ 103

8 24 —— = 1 ——
9 35 —— —— ——

4 约定
我们假设把 H ×W 的网格画在平面上，遵循上北下南左西右东的方向，即左

上角是 (1, 1)，右下角是 (H,W)。例如下图所示：

Figure 1: 网格示例

假设 belongi, j 表示第 i 行第 j 列的点属于第几个矩形，如果不属于任何矩形，
则令 belongi, j = −1。
由于某些位置下标的原因，令 xli = xli，yli = yli，xri = xri，yri = yri。

5 暴力算法

5.1 算法 1
直接搜索所有合法的路径，求一下路径的权值大小，最后把所有路径求和就

行了。复杂度取决于搜索实现的好坏，一般是能过第一个 Subtask 的。可以得
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到 2 分。

• 时间复杂度：未知

• 空间复杂度：未知

• 期望通过子任务：1

• 期望得分: 2 分

5.2 算法 2
考虑 DP。令 dpi, j,k 表示当前人在第 i 行第 j 列，上一个选的点（餐馆）是在

第 k 个矩形中，那么我们就可以考虑从上边或者左边的格子转移。如果当前在
某个矩形 1 . . . n 内，就枚举当前是否进入餐馆。

dpi, j,k =


0, i = 0 or j = 0

dpi−1, j,k + dpi, j−1,k + 1, belongi, j = 0 and k = 0

dpi−1, j,k + dpi, j−1,k + dpi−1, j,k−1 + dpi, j−1,k−1, belongi, j = k and k ≤ n
dpi−1, j,k + dpi, j−1,k, otherwise

注意 k 应当 ≤ n，所以 belongi, j = n + 1 的时候要单独判一下。然后按照这个
式子转移即可。

• 时间复杂度：Θ(HWn)

• 空间复杂度：Θ(HWn)

• 期望通过子任务：1, 2

• 期望得分: 7

5.3 算法 3
发现上面的算法其实有很多状态时没用的，其实可用的状态没多少。例如对

于 k = 0，其实有用的 (i, j) 只有下图中红色矩形的部分，k = 1 有用的只有绿色
矩形的部分，k = 2 有用的只有蓝色矩形的部分。
发现每个位置最多只会被两个矩形覆盖到，是它自己属于的矩形（如果有的

话）和它左上方第一个矩形。那么只转移这些状态就行了。
实际实现时可以用 dpi, j,k 其中 k = 0/1 表示状态，转移分几种情况讨论一下

就行了。

• 时间复杂度：Θ(HW)
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Figure 2: 有用的状态

• 空间复杂度：Θ(HW)

• 期望通过子任务：1, 2, 3

• 期望得分: 18

6 发掘性质

6.1 算法 4
引理 6.1. 对于两个格子 (x1, y1)，(x2, y2)，如果 x1 ≤ x2, y1 ≤ y2，则从 (x1, y1) 到
(x2, y2) ，每次向右或者向下走，不同路径的方案数为 (x2−x1+y2−y1

x2−x1
)。

Proof. 考虑走的序列，每次要么向右，要么向下，一共要走 x2 − x1 + y2 − y1 次，
其中恰好有 x2 − x1 次向下走。因此共有 (x2−x1+y2−y1

x2−x1
) 种不同的方式选取走的序

列，即不同的路径数。 □

有了引理 6.1，我们就可以做 Subtask4 了，由于 AMX = 1，因此每个矩形都
是 1 × 1 的，因此起点固定，终点固定，每个矩形都必须经过，且每个矩形对应
的那个点必须选。因此就是依次经过每个矩形的方案数。即答案为

n∏
i=0

(
xli+1 − xli + yli+1 − yli

xli+1 − xli

)
组合数可以通过预处理阶乘和阶乘逆元实现，逆元可以用费马小定理求出，

预处理前 n 个数的阶乘和阶乘的逆元的复杂度是 Θ(n)。然后用 (n
m) =

n!
m!(n−m)!

计
算即可，计算的时间复杂度是 Θ(1) 的。
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• 时间复杂度：Θ(n + H + W)

• 空间复杂度：Θ(n + H + W)

• 期望通过子任务：4

• 期望得分: 4

6.2 算法 5
考虑 n = 0 怎么做。这个时候没有餐馆，只是从一个矩形中任意一个起点到

一共矩形中任意一个终点的方案数。我们考虑枚举终点，考虑从所有起点到这
一个终点 (x, y) 的方案数，这应该等于

xr0∑
i=xl0

yr0∑
j=yl0

(
x − i + y − j

x − i

)
(1)

考虑下面这个结论

引理 6.2. 对于给定的 n，m，有
n∑

i=0

(
i
m

)
=

(
n + 1

m + 1

)
Proof. 考虑对 n 做数学归纳法。

• 当 n = 0 时，结论显然成立。

• 当 n > 0 时，有

n∑
i=0

(
i
m

)
=

n−1∑
i=0

(
i
m

)
+

(
n
m

)
=

(
n

m + 1

)
+

(
n
m

)
=

(
n + 1

m + 1

)
□

利用这个结论，我们就可以推出：

引理 6.3. 对于给定的常数 a，b，有

n−1∑
i=0

m−1∑
j=0

(
i + a + j + b

i + a

)
=

(
a + n + b + m

a + n

)
−

(
a + m + b

a

)
−

(
a + n + b

b

)
+

(
a + b

a

)
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Proof.

n−1∑
i=0

m−1∑
j=0

(
i + a + j + b

i + a

)

=
n−1∑
i=0

b+m−1∑
j=0

(
i + a + j

i + a

)
−

b−1∑
j=0

(
i + a + j

i + a

)
=

n−1∑
i=0

((
i + a + b + m

b + m − 1

)
−

(
i + a + b

b − 1

))

=
n−1∑
i=0

(
b + m − 1 + i + a + 1

b + m − 1

)
−

n−1∑
i=0

(
b − 1 + i + a + 1

b − 1

)

=

 a+n∑
i=0

(
b + m − 1 + i

b + m − 1

)
−

a∑
i=0

(
b + m − 1 + i

b + m − 1

)  −  a+n∑
i=0

(
b − 1 + i

b − 1

)
−

a∑
i=0

(
b − 1 + i

b − 1

) 
=

(
a + n + b + m

a + n

)
−

(
a + m + b

a

)
−

(
a + n + b

b

)
+

(
a + b

a

)
□

则我们可以在常数时间内求出 (1) 式。那么我们枚举终点就可以在 Θ(HW)
的复杂度内求出 n = 0 的解。

• 时间复杂度：O(AMX2)

• 空间复杂度：O(AMX2)

• 期望通过子任务：5

• 期望得分: 8

6.3 算法 6
我们考虑如何优化算法 5。算法 5 的瓶颈在于枚举每一个终点，而引理 6.3

我们只对一个方向使用了。考虑如何对两个方向都使用引理 6.3。
我们取矩形 1 的左上边框，即下图中红色标出的那些点，那么每条路径是从

某一个红色的格子进入矩形 1，例如从绿色的那个格子进入矩形 1，到达蓝色的
格子，如紫色的箭头所示。
发现这个进入矩形 1 的格子一定是唯一的，因此可以通过枚举某一个红色的

格子，计算有多少从当前红色格子进入矩形 1 的路径个数。那么根据乘法原理，
这个值就等于这个格子到矩形 0 任意一个格子的路径数乘上这个格子到矩形 1
中任意能到的格子的路径数。
由于矩形的边框长度是 O(H + W) 的，所以总复杂度就是 O(H + W) 的。
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Figure 3: 进入矩形 1 的位置

• 时间复杂度：O(H + W)

• 空间复杂度：O(H + W)

• 期望通过子任务：5, 6

• 期望得分: 23

6.4 算法 7
考虑 n = 1 怎么办。考虑把算法 6 扩展到 n = 1 的情况。因为要知道经过矩

形 1 的路径长度，没法直接用算法 6。考虑枚举矩形 1 是从哪里进从哪里出的，
如下图，进一定是在左上边界（见下图中红色和橙色格子），出一定是在右下边
界（见下图中绿色和蓝色格子）。考虑路径的进入点（如红色和橙色箭头）和离
开点（如绿色和蓝色箭头）。

Figure 4: 进出矩形 1 的位置
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那么每条路径应该是存在唯一的进入点和离开点。而且通过进入点和离开点，
我们可以唯一的确定这条路径在矩形 1 中的长度。这样我们就可以直接计算这
个进入点和这个离开点对应的路径个数和路径权值了。
具体的，应当分四种情况讨论：
下面为了书写方便，我们定义：

x1, x2, x3, x4, x5, x6 = xl0 , xr0 , xl1 , xr1 , xl2 , xr2

y1, y2, y3, y4, y5, y6 = yl0 , yr0 , yl1 , yr1 , yl2 , yr2

n = x4 − x3 + 1,m = y4 − y3 + 1

我们设任意一个点到起点方案为 fS (x, y) ，到终点方案为 fT (x, y)，这可以直接
通过引理 6.3 求出。

6.4.1 上边界 → 下边界
考虑从橙色格子进入，绿色格子离开的路径的权值总和。假设进入是从

(xi − 1, yi)→ (xi, yi)，离开是从 (xo, yo)→ (xo + 1, yo)，则这一部分的答案是：

ans1 =
y4∑

yi=y3

y4∑
yo=yi

fS (xi − 1, yi) ∗ fT (xo + 1, yo) ∗
(
xo − xi + yo − yi

xo − xi

)
∗ 2xo−xi+yo−yi+1 (2)

6.4.2 上边界 → 右边界
考虑从橙色格子进入，蓝色格子离开的路径的权值总和。假设进入是从

(xi − 1, yi)→ (xi, yi)，离开是从 (xo, yo)→ (x0, yo + 1)。则这一部分的答案是：

ans2 =
y4∑

yi=y3

x4∑
xo=x3

fS (xi − 1, yi) ∗ fT (xo, yo + 1) ∗
(
xo − xi + yo − yi

xo − xi

)
∗ 2xo−xi+yo−yi+1 (3)

6.4.3 剩下两种情况

左边界进入的两种情况分别和上边界进入的两种情况类似，这里就不列举
了。
由于进入点和离开点各有 O(AMX) 个，故

• 时间复杂度：O(AMX2)

• 空间复杂度：O(AMX2)

• 期望通过子任务：7

• 期望得分: 9
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6.5 算法 8
我们考虑把算法 7 的式子具体化简。

6.5.1 上边界 → 下边界
考虑优化式 (2)。则有

ans1 =
y4∑

yi=y3

y4∑
yo=yi

fS (xi − 1, yi) ∗ fT (xo + 1, yo) ∗
(
xo − xi + yo − yi

xo − xi

)
∗ 2xo−xi+yo−yi+1

=

y4∑
yi=y3

y4∑
yo=yi

fS (x3 − 1, yi) ∗ fT (x4 + 1, yo) ∗
(
n − 1 + yo − yi

n − 1

)
∗ 2n+yo−yi

=  
m−1∑
i=0

m−1∑
j=i

fS (x3 − 1, y3 + i) ∗ fT (x4 + 1, y3 + j) ∗
(
n − 1 + y3 + j − y3 − i

n − 1

)
∗ 2n+y3+ j−y3−i

=  
m−1∑
i=0

m−1−i∑
j=0

fS (x3 − 1, y3 + i) ∗ fT (x4 + 1, y4 − j) ∗
(
n − 1 + y4 − j − y3 − i

n − 1

)
∗ 2n+y4− j−y3−i

=  
m−1∑
i=0

m−1−i∑
j=0

fS (x3 − 1, y3 + i) ∗ fT (x4 + 1, y4 − j) ∗
(
n + m − j − i − 2

n − 1

)
∗ 2n+m− j−i−1

我们设 fi = fS (x3 − 1, y3 + i), gi = fT (x4 + 1, y4 − i) ，则有

ans1 =
∑

0≤i+ j≤m−1
fi ∗ g j ∗

(
n + m − j − i − 2

n − 1

)
∗ 2n+m− j−i−1

发现这正好是一个卷积的形式。若令 h = f ∗ g ，就有

ans1 =
m−1∑
i=0

hi ∗
(
n + m − i − 2

n − 1

)
∗ 2n+m−i−1

于是如果我们用 FFT 优化计算 h ，则可以在 Θ(n log n) 的时间复杂度内求解
ans1。由于这题模数 998244353 = 119 ∗ 223 + 1，因此可以用 NTT 来解决。
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6.5.2 上边界 → 右边界
考虑优化式 (3)。则有

ans2 =
y4∑

yi=y3

x4∑
xo=x3

fS (xi − 1, yi) ∗ fT (xo, yo + 1) ∗
(
xo − xi + yo − yi

xo − xi

)
∗ 2xo−xi+yo−yi+1

=

y4∑
yi=y3

x4∑
xo=x3

fS (x3 − 1, yi) ∗ fT (xo, y4 + 1) ∗
(
xo − x3 + y4 − yi

xo − x3

)
∗ 2xo−x3+y4−yi+1

=  
m−1∑
i=0

n−1∑
j=0

fS (x3 − 1, y4 − i) ∗ fT (x3 + j, y4 + 1) ∗
(
i + j

i

)
∗ 2i+ j+1

同样我们设 fi = fS (x3 − 1, y4 − i), gi = fT (x3 + i, y4 + 1) ，则有

ans2 =
m−1∑
i=0

n−1∑
j=0

fi ∗ g j ∗
(
i + j

i

)
∗ 2i+ j+1

于是我们令 hn =
∑

i+ j=n (
n
i) ∗ fi ∗ g j ，我们发现后面就是一个指数型生成函数卷

积的形式，于是我们强行把 f 和 g 写出指数型生成函数 f ′ 和 g′ ，于是就有 h
的指数型生成函数 h′ = f ′ ∗ g′ 。于是就可以用 FFT 来优化了。其实就是

fn

n!
=

∑
i+ j=n

fi

i!
∗

g j

j!

于是就有

ans2 =
n+m−2∑

i=0

hi ∗ 2i+1

这样这一部分就也可以用 FFT 优化做到 Θ(n log n)。
剩下两种情况也可以类似的优化，于是可以算出答案了。

• 时间复杂度：O((H + W) log(H + W))

• 空间复杂度：O(H + W)

• 期望通过子任务：7, 8

• 期望得分: 30
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Figure 5: DP 的位置

7 标准算法

7.1 算法 9
我们考虑如何做 n ≤ 2 的情况。
显然不能像算法 6-8 那样枚举一个分界线。我们回到算法 3，考虑那个 DP

算法。受算法 8 的启发，我们可以考虑只维护每个矩形边界的 DP 值。
假设当前在考虑第 p个矩形。设 dpUp,i 表示上边界上从左往右第 i个位置的

dp 值，这里 i 从 0 开始（如上图所示），形式化地，令 dpUp,i = dpxlp−1,ylp+i,p−1。
类似地，定义

• dpUp,i = dpxlp−1,ylp+i,p−1

• dpDp,i = dpxrp+1,ylp+i,p

• dpLp,i = dpxlp+i,ylp−1,p−1

• dpRp,i = dpxlp+i,yrp+1,p

考虑转移。一共有 8 种转移方式（前 4 种是矩形内部的路径转移，后 4 种是
从第 p 个矩形走到第 p + 1 个矩形的路径转移）：

1. dpUp → dpDp

2. dpUp → dpRp

3. dpLp → dpDp

4. dpLp → dpRp

5. dpDp → dpUp+1

6. dpDp → dpLp+1
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7. dpRp → dpUp+1

8. dpRp → dpLp+1

7.1.1 转移方式 1：dpUp → dpDp

令 hi 为由 dpUp 转移到 dpDp,i 的和，fi = dpUp,i，n = yrp−ylp，m = xrp− xlp。
则有

hi =
i∑

j=0

(
i − j + m

m

)
f j

(
2i− j+m+1 − 1

)
令 gi = (i+m−1

m−1 ) (2i+m − 1)，则有 h = f ∗ g，直接 FFT 优化即可。

7.1.2 转移方式 2：dpUp → dpRp

令 hi 为由 dpUp 转移到 dpRp,i 的和，fi = dpUp,i，n = yrp− ylp，m = xrp− xlp，
则有

hi =
n∑

j=0

(
i + n − j

i

)
f j

(
2i+n− j+1 − 1

)
这东西不能直接做，我们对它变个形：

hi =
n∑

j=0

(
i + n − j

i

)
f j

(
2i+n− j+1 − 1

)
=

n∑
j=0

(i + n − j)!
i!(n − j)!

f j

(
2i+n− j+1 − 1

)
i! · hi =

n∑
j=0

(i + n − j)!
(n − j)!

f j

(
2i+n− j+1 − 1

)
我们若令 f ′i =

f j

(n− j)!，gi = i! (2i+1 − 1)，h′i = (i − n)! · hi−n，则 h′i = f ′i ∗ gi，则
可用 FFT 优化。
剩下数种情况都就可以类似上面两种情况优化，于是所有 8 种转移都可以优

化了。注意转移 5和 8的时候，如果两个的对应坐标相邻，则是不能转移的，即
转移 5 中，当 xli+1 − xri = 1 时，以及转移 8 中，当 yli+1 − yri = 1 时，是不能
转移的。

DP 初始情况可以用引理 6.3 计算，答案就直接用 dpUn+1 和 dpLn+1 的值乘
上引理 6.3 的系数就行了。
由于

∑n+1
p=0 dpUp,i ≤ H，

∑n+1
p=0 dpDp,i ≤ H，

∑n+1
p=0 dpLp,i ≤ W，

∑n+1
p=0 dpRp,i ≤ W，

因此总复杂度是 Θ((H + W) log(H + W)) 的。
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• 时间复杂度：O((H + W) log(H + W))

• 空间复杂度：O((H + W) log(H + W))

• 期望通过子任务：1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9

• 期望得分: 100

8 扩展问题

8.1 任意模数

本题可以直接扩展到任意模数，任意模数情况下的 FFT可参见参考文献 [2]。

8.2 更大范围的 H,W

这题的标准算法如果转移情况 5、6、7、8 实现较为精细的话，复杂度可以写
成 Θ(S log S )。其中，

S =
n+1∑
i=0

(xri − xli + 1) + (yri − yli + 1)

因此其实本题可以去掉 ∀ 0 ≤ i ≤ n，xri < xli+1
, yri < yli+1

这一限制。但是要多
讨论几种情况。
当然，这样 H 和 W 就可以做到更大，此时瓶颈在于求组合数，在模数小的

时候可以用 Lucas 定理，模数大的时候可以分块打表。

9 总结
考虑到选手的考场策略等因素，由于本题是本场较简单的题，选手得分应相

对较高。

• 对于子任务 1,2,4，难度较低，预计约有 90% 的选手能通过。

• 对于子任务 3，可以通过对子任务 2 的 DP 进行简单优化得到，预计约有
80% 的选手能通过。

• 对于子任务 5，需要一点简单的数学能力，预计也约有 80%的选手能通过。

• 对于子任务 6，需要发掘本题最核心的性质，即取一个分割线然后考虑分
割线到两端的情况，思维难度提升。预计约有 60% 的选手能通过。

• 对于子任务 7，需要进一步利用这一性质，考虑矩形的四周边界。预计 50%
选手能通过。
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• 对于子任务 8，需要用 FFT 优化这一性质，代码难度提升，预计大约 40%
的选手能通过。

• 对于子任务 9，需要结合子任务 3 和子任务 8，将 FFT 直接优化答案变成
优化 DP 的转移，需讨论一系列情况，思维难度和代码难度都较高，预计
大约 30% 的选手能通过。

总体而言，本题涉及动态规划、组合计数、公式推导等知识点，需要选手能
够灵活运用其它工具（FFT）优化这个动态规划。有一定的代码难度，不仅考察
选手动态规划的能力，还考察选手通过组合计数进行推导的、分析性质、运用
FFT 对这一动态规划的转移进行优化的能力。代码难度中等，需要选手灵活运
用 8 种转移之间的相似关系减少代码中不同的转移数量，降低代码难度。在本
场中，定位为较简单的题，难度略低于近年 NOI 的 T2 难度。
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