
Solution	of	圆形

题⽬简述
在⼀个⽩⾊的平⾯上进⾏若⼲次操作，每次把⼀个给定的圆涂成⿊⾊，每次操作后输出⿊⾊部分的⾯积。

算法	1：分类讨论
对于⼦任务	 ， ，问题转化为求两圆的并的⾯积。
两圆只会出现以下情况：
两圆相离（或外切）
⼀个圆包含另⼀个圆（或内切）
有两个交点

对于其中的每⼀种情况，都可以⽤简单的⽅法求解，时间复杂度	 。
可以通过⼦任务	 ，获得	 	分。

算法	2：特殊性质
对于⼦任务	 ， ，同时注意到圆⼼⼀定是整点。
在完成前	 	次操作后，定义⼀个整点		被操作	，当且仅当前	 	次操作中存在⼀个圆以它为圆⼼。
⽤线段连接平⾯上所有距离为	 	的整点对，这些线段将平⾯划分成⽆限个	 	的正⽅形。每⼀个正⽅形内部⿊⾊部分的⾯
积只与其四个顶点是否		被操作		有关，把这信息称作正⽅形的		状态	。
每⼀次操作只会改变圆⼼周围四个正⽅形的状态，直接维护所有不全是⽩⾊的正⽅形的状态，以及⿊⾊部分⾯积。时间复杂度

。
可以通过⼦任务	 ，获得	 	分；结合算法	 	可获得	 	分。

算法	3：扫描线
对于⼦任务	 ， 。
原问题可以转化为	 	次求解静态问题，即输出所有操作完成后的⿊⾊部分⾯积。下⾯考虑如何快速解决静态问题。
定义⼀条平⾏于	 	轴的直线是		关键线	，当且仅当线上⾄少存在⼀点是	某两个圆的交点	或是	某个圆上	 	坐标最⼩或最⼤的
点。
所有		关键线		将平⾯划分成了	 	个区域，每个包含⿊⾊部分的区域拥有左右边界，每个区域内的所有圆弧不交且贯穿左
右边界。
在⼀个区域内，每⼀段⿊⾊部分都以区域内的两条圆弧作为其上下边界。将区域内所有圆弧按从低到⾼排序，求出每⼀段⿊⾊
部分的上下边界，从⽽可以计算每⼀段⿊⾊部分的⾯积。
对每⼀个静态问题分别求解，时间复杂度	 。



可以通过⼦任务	 	，获得	 	分；结合算法	 	可获得	 	分。

算法	4：积分法
对于⼦任务	 ， 。
依旧转化为	 	次求解静态问题。
注意到⿊⾊部分是若⼲个闭区域的不交并，⽽闭区域的⾯积可以⽤格林公式计算。⽤特殊函数代⼊格林公式得到

其中	 	是⼀个闭区域， 	是其有向边界。它告诉我们，闭区域的⾯积等于上边界的积分减去下边界的积分。闭区域的不交并
的⾯积也可以如此计算。
⿊⾊部分的边界的是由圆弧组成的。去除重复的圆之后，每⼀段圆弧恰好属于⼀个圆。
圆的边界上⼀点属于⿊⾊部分的边界，当且仅当它不被任意其他⼀圆包含，定义这些部分为这个圆的		⿊⾊边界部分	。
对于每⼀个圆，其⿊⾊边界部分可以在	 	的时间内计算得到。取这些部分的积分，根据它是上边界还是下边界来定
正负号，再代数相加，即可得到答案。
对每⼀个静态问题分别求解，时间复杂度	 。
可以通过⼦任务	 	，获得	 	分。

算法	5：动态积分
对于⼦任务	5， 。
在算法	4	的基础上，⽤基础数据结构（⽐如平衡树、线段树）维护每⼀个圆的⿊⾊边界部分。新加⼊⼀个圆	 	的时候， 	的
⿊⾊边界部分可以在	 	的时间内计算；对于其他每⼀个圆	 ， 	的边界可能会被	 	覆盖⼀部分，这部分⼀定是连
续的⼀段，在数据结构上修改。
总时间复杂度为	 。
可以通过全部⼦任务，获得满分。


