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1 试题来源

本题为笔者的原创题，曾经作为校赛（NFLSPC）压轴题在比赛中出现，读者仍

然可以通过 https://acm.nflsoj.com/problem/684 提交本题。

2 题目大意

给定一个 n 个点 m 条边的无向连通图，每条边有两个权值 ai, bi，你需要对于每

个 k(1 ≤ k < n) 求出选出 k 条不成环的边使得这些边 (
∑

ai)(
∑

bi) 最小。

3 数据范围

n,m ≤ 1500

4 解题过程

做法 1

直接 O(2n) 枚举选的边即可。可以获得 10 分。

做法 2

考虑 HNOI2014 画框的做法。

先枚举 k，不难发现如果把所有方案画在平面上，即一个方案对应平面上 (不和

谐度总和, 亮度总和) 的点，那么能够对答案产生影响的点必然在下凸壳上。

我们先分别找到不和谐度总和最小的点、以及亮度总和最小的点，这两个点必然

在下凸壳上。然后离这两个点连成线段下方的最远点也必然在凸壳上。

以此类推，我们定义一个递归函数 divide(l, r) 表示当前最左边的点是 l，最右边

的点是 r。此时我们要找到在线段 l, r 下方最远的点，设其为 p，那么相当于最大化
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(p− l)× (r − l)，这里的乘法是向量叉积。

暴力展开之后，大概是 (px−lx)(ry−ly)−(py−ly)(rx−lx) = px(ry−ly)−py(rx−lx)+d，

其中 d 是关于 l, r 的常数。

所以一条边 i 的代价此时就是 ai(ry − ly) − bi(rx − lx)，从大到小排序之后贪心

选出 k 条不成环的边即可，这样可以保证 p 在凸包上，然后递归成 divide(l, p) 和

divide(p, r) 即可。特别的，如果 p 在线段 l, r 上，那么就不递归了。

最后拿所有凸包上的点更新一遍答案，由于这个凸包上的点限制很严格，可以

理性感知一下凸包点数大概是 O(n) 的（总共 2n 个点），每次找最远点复杂度是

O(n logn)，枚举 k 也要 O(n)，总复杂度是 O(n3 logn)，可以通过 subtask3。

实际上对于 subtask2，由于输入是一棵树，因此不需要考虑最小生成树的限制

（即不成环），每次只需要使用 kth_element 选出前 k 大即可，复杂度 O(n3)，可以通

过 subtask2。

综上，做法 2 的思想总共可以获得 40 分。

做法 3

没有无环限制的部分

根据做法 2，答案必然在下凸壳上，因此必然可以找到一条经过答案的直线（斜

率为负）使得这条直线不经过其它任何点，即固定这样的斜率对每个点都做一条直线，

这条直线在 y 轴上的截距最小。

因此考虑“枚举” 直线的斜率，算出在 y 轴上截距最小的直线。此时截距相当于

个 (ai, bi) 向量在这条直线的方向下，y 轴上投影的长度和。

即假设直线斜率为 k，(a, b) 在 y 轴上的投影长度为 b− ak（注意 k < 0）。因此

可以看作是截距为 b，斜率为 a 的直线，在 x = −k 处的取值。

于是问题变成了有若干条直线，你需要枚举所有实数 x0，并取 x = x0 时最下方

的 k 条直线来更新答案。由于交点只有 O(m2)种，因此相对大小关系只会改变 O(m2)

次，每次交换相邻两条直线，直接维护答案即可。
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有无环限制的部分

但是上面并没有考虑无环的限制，所以只能通过 subtask4 的 15 分。

由于最小生成树算法，答案也是贪心选最小的不成环的 k 条边，因此我们还是可

以试图维护交换的，只不过需要分类讨论。假设当前交换的是排名第 i 和 i + 1 的直

线。

1. i 和 i + 1 当前都被选在最小生成树中。由于交换之后显然他们两还是可以都

选，那么和之前的类似，只有一个位置（i位置）的前缀和会改变，O(1)维护即可。2.

i 和 i + 1 当前都没被选在最小生成树中。这个也简单，直接交换之后当做无事发生。

3. i 没被选在最小生成树里，i+ 1 被选在最小生成树里了。一样的，交换之后当做无

事发生。4. i 在最小生成树里，i+ 1 不在。这个情况就复杂一些了。如果断掉 i 这条

边，i+ 1 刚好能连接这两个连通块，那么就连上 i+ 1；否则就不连上 i+ 1。但是如

果删掉 i，连上 i+ 1 的话，那么所有后面位置的前缀和都会改变，就需要整个遍历更

新一遍。同时，如果暴力判断能否连上 i+ 1 这条边的话，也需要遍历整棵树。

由于情况 4 的限制，我们可以 O(n3) 比较暴力的做这个问题，可以通过 subtask5

的 15 分。因此这个做法目前可以获得 70 分。

更好的复杂度分析

引理： 最小生成树发生改变的次数不超过 O(n
√
n) 次。即 4 情况中断开 i 连上

i+ 1 的情况不会超过 O(n
√
n) 次。

证明： 我们弱化这个问题。平面上有 n 条直线，每条直线初始时有一个 0 或 1

的权值。每次如果 i, j 两条直线相交（令 i 的斜率小于 j 的斜率），我们可以选择不

改变他们的权值；或者如果此时 i 的权值为 1，j 的权值为 0 时，我们可以选择交换

他们的权值（其实 1, 0 就分别代表其当前在 MST 里或者不在 MST 里）。我们可以证

明，无论如何安排权值，能够产生交换的次数不超过 O(n
√
n) 次。

继续弱化这个模型，我们有一张无环的竞赛图，有 n 个点，每个点初始有一个 0

或 1 的权值，我们每次可以选择一条边 u → v，如果此时 v 的权值是 1 且 u 的权值

是 0，那么我们可以选择交换他们的权值。问最多能够产生多少次交换。实际上这个
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模型中，每条边对应原来两条直线的一个交点（从斜率大的连向斜率小的），由于任

意两条直线仅有一个交点，所以每条边只能使用一次。

考虑这张竞赛图的拓扑序，先扔掉所有跨度 ≤
√
n 的边（即两个端点在拓扑序中

相隔的距离 ≤
√
n），这样的边至多有 O(n

√
n) 条；剩下的边操作一次，会让一个 1

前进至少
√
n 步，因此总共最多产生 O( n2

√
n
+ n

√
n) = O(n

√
n) 次交换。

我们每次弱化模型，都保证原来模型的任意变化方案都严格被包含在后一个模型

中，因此最小生成树发生改变的次数不超过 O(n
√
n)。

证毕。

事实上这个上界似乎很松（随机数据下改变次数是 O(n)的），而且出题人没办法

卡到这个上界。（有论文 [1] 说明这个界应该介于 O(mα(n)) 和 O(mn
1
3 ) 之间）

于是我们在每次改变 MST 的时候暴力修改所有后面位置的前缀和，复杂度就是

对的。至于切断 i，判断 i+ 1 两个端点是否所处同一个连通块，连接 i+ 1，LCT 完

成即可。当然也可以每次改变 MST 的时候暴力重构树链剖分，应该也可以。

总复杂度 O(n2 logn+ n2
√
n)。期望得分 100 分。

5 总结与展望

本题融合了最值问题、计算几何、数据结构以及复杂度分析的多种问题，需要选

手对于最值问题转化为几何问题非常熟练，并且在复杂度比较松的时候大胆猜想，证

明更优的上界。

每个部分都需要选手对于该部分的掌握非常熟练，考研了选手的综合分析能力。
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