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1 试题来源

本题是笔者为 尲尰尲尰 年 屃屃屐屃 秦皇岛站命制的一道题1。

2 题目大意

平面上有 n 个点 尨xi, yi, di尩，根据 di 的不同有四种类型，每个点 i 覆盖一

个四分之一平面，方向分别为右上、左上、左下、右下（对应 di 尽 就, 尲, 尳, 尴）。

例如，若 di 尽 就，点 i 能够覆盖的区域为右上 {尨a, b尩 | a ≥ xi, b ≥ yi}。
请你选择数量最少的点，使得任意 尨x, y尩 ∈ R2 都能被至少一个点覆盖。

3 数据范围

对于 就尰尥 的测试数据，满足 n ≤ 尲尰,
∑

n ≤ 就尰尰。

对于 尳尰尥 的测试数据，满足 n ≤ 就尰尰,
∑

n ≤ 尵尰尰。

对于 尴尰尥 的测试数据，满足 n ≤ 就尰尰尰,
∑

n ≤ 尵尰尰尰。

对于 尷尰尥 的测试数据，满足 n ≤ 就尰5,
∑

n ≤ 尵× 就尰5。

就 ≤ T ≤ 就尰4, 就 ≤ n ≤ 就尰6,
∑

n ≤ 尵× 就尰6, 就 ≤ xi, yi ≤ n, 就 ≤ di ≤ 尴。

时间限制：尲 s

空间限制：尵就尲 MB

4 解题过程

4.1 初步分析

显然四个方向都至少需要一个点才能覆盖整个平面，同时我们记四个方向

的点集为 P1, P2, P3, P4。对于每个点集，显然只需要留下不被点集内其他点覆

盖的点，剩下所有点的 y 随 x 增大而单调变化。设每个方向选择的子集 Qi ⊆
Pi。设 Qi 覆盖区域的并为 Si，设 Pi 覆盖区域的并为 Ti。

1参见：https://codeforces.com/gym/102769/problem/D
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4.2 关键性质

通过观察一些简单的情形，我们可以发现如下结论：

定理 1. 存在最优的解，使得 |Q1| 尽 |Q3| 尽 就 或者 |Q2| 尽 |Q4| 尽 就。

证明. 任取一个最优的解 {Q1, Q2, Q3, Q4}，不妨设 Q1 ≥ 尲。

任取 Q1 中一对相邻的点 p, q，观察它们覆盖区域的边界交点 r。如果 r 被

Q2 或者 Q4 中的点覆盖，显然 Q1 中删除一个点仍然能覆盖整个平面，与前提

矛盾。那么 Q1 中所有覆盖区域的交点 ri 都只能被 Q3 中的点覆盖。反过来，

Q3 和 Q1 同理。

之后考虑 Q1, Q3 最左侧覆盖区域的边界交点 t，若 t 被 Q2 中的一个点覆

盖，显然左上的所有未覆盖区域都能被这个点覆盖，所以 Q2 可以只保留一个

点，Q4 同理。即 |Q2| 尽 |Q4| 尽 就。

考察如下示例，可以更直观地理解结论及其证明：

图 就尺 只考虑 Q1 和 Q3 的覆盖区域，最优解一定形如上图所示

4.3 进一步分析

接下来不妨令 |Q2| 尽 |Q4| 尽 就，容易发现此时 S1 与 S3 的轮廓线的交点要

落入 T2 与 T4 之中，且两个交点之间 S3 轮廓线始终在 S1 轮廓线右方和上方。

不妨枚举 Q1 最上方的点，我们接下来选择 Q3 中最上方的点（根据单调

性，同时也是最左侧的点）。显然，我们需要在满足左侧被完整覆盖的情况下，

选择的点尽量往右（否则可以被更优的解代替），也即我们贪心取最优的 Q3 最

上方的点，这个后继是唯一的。同样这个 Q3 中的点也有 Q1 中的唯一后继。不

断选择唯一后继，直到在 T4 中有交点。我们就得到了以 Q1 中的某个点开始的

最优解。由于我们作了一些方便解决问题的假设，在实现算法的时候，还需要

旋转整个平面使得所有情况都被考虑到。

如果我们暴力 O尨n尩 枚举所有起始点，暴力枚举 O尨n尩 步，同时暴力 O尨n尩

找到下一个点，时间复杂度为 O尨n3尩，可以得到 尳尰 分。
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一个简单的优化是发现每个点的后继是唯一的，我们可以先 O尨n2尩 预处理

每个点的后继，这样就能将时间复杂度优化到 O尨n2尩，可以得到 尴尰 分。

4.4 倍增优化

实际上，“每个点的后继唯一”是一个非常有用的性质，我们可以通过倍增

将暴力模拟的时间复杂度进行优化。

具体来说，利用二分查找可以 O尨屬屯屧 n尩 找出每个点的后继，同时，对于任

意一个点 i，预处理跳 尲j 步后会到达的点 f 屛i屝屛j屝。我们就可以将暴力找下一个

节点的过程用倍增替代，只需要 O尨屬屯屧 n尩 的时间复杂度就能完成整个模拟。

总时间复杂度为 O尨n 屬屯屧 n尩，可以得到 尷尰 分。

值得注意的是，每个点对应后继形成了基环内向树森林的结构。由此，我

们可以利用值域小的特点 O尨n尩 预处理每个点的后继，并利用记忆化搜索替代

倍增，得到一个常数较大，实现较复杂的 O尨n尩 做法。

此外，孔朝哲学长也提出一个基于数组尫动态规划的简洁 O尨n尩 做法2，这

里不详细展开。

4.5 最终解法

我们可以证明，当答案 ≥ 尵 时，最优解中 Q1 最上方的点 pk 是能被唯一

确定的。

我们需要 Q1 中的第二个点尽量往下，这就需要 Q3 中的第一个点尽量往

右。可以发现 T1 与 T2 轮廓线交点，左侧或者下方的点 pk（根据相交的方向不

同）一定是最优的选择。

对于 P1 中 y 更大的点 pt ，显然新增的覆盖区域是 pk 新增覆盖区域的子

集。对于 y 更小的点 pt，会使得对应在 P3 中的后继 ps 更劣。之后 ps 在 P1

中的后继就与 pk 无关了。

一旦我们确定了最优解中 Q1 的第一个点 pk，我们就只需要模拟 O尨n尩 步

就可以了。

对于 O尨就尩 寻找后继，判断一个点是否在 Ti 中可以用数组 O尨n尩 预处理完

成。具体来说，一个点会对前缀 x 或者后缀 x 产生贡献，我们在对应的位置处

打标记，最后做一个前缀后缀 屭屩屮 或者 屭屡屸 就可以了。

综上，我们得到了一个 O尨n尩 的简洁做法。

5 命题背景

在命制本题之前，笔者曾经提出了这样一个问题：给定一个目标矩形和 n

个坐标固定的可用矩形，请选择数量最少的可用矩形覆盖目标矩形。笔者通过

一段时间的思考，未能得到任何一个多项式时间复杂度做法（有可能本身不存

2提交链接：https://codeforces.com/gym/102769/submission/97104014
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在）。于是，笔者在这个问题上增加一个特殊化的限制：任意一个矩形都是大小

相同的正方形。之后稍加修改，就得到现在这道试题。

将问题特殊化后，带来了许多意想不到的有趣的性质，尤其是各种单调性

都能被巧妙地运用。这启发我们，在命制的试题不尽如人意的时候，可以考虑

稍加修改题目条件，如一般化等。对于一些不存在多项式做法的题目，可以反

过来考虑特殊化，由此往往可以带来更多有用、有趣的性质，得到一道更好的

试题。

6 总结

在 屃屃屐屃 现场赛中，没有队伍通过本题。截至目前，在 屇屹屭 上仅有东京

大学的一支队伍虚拟参加通过本题 3。笔者认为，本题难度接近 屎屏屉 中的第二

题，属于中档题。

本题最终的解法非常简洁而优美，代码量较小，同时所用算法没有超过联

赛范围，主要考察了选手的思维能力与问题分析能力。与从算法出发的应用题、

从原有试题出发的改编题不同，本题从问题出发，使得最终的题面与解法非常

自然，同时具有趣味性与创新性。这也启发我们在命制试题的时候，更多从问

题而不是解法出发，往往能够得到更加令人耳目一新的好题。

7 致谢

感谢周航锐同学与我讨论本题的算法。

8 参考资料

笔者的知乎回答

3提交链接：https://codeforces.com/gym/102769/submission/99776965
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https://www.zhihu.com/question/426081900/answer/1534228466
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