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1 题目简介

1.1 题目来源

原创

1.2 题目大意

分别求长度为 1 ∼ n的不存在非平凡（长度在 [2, n − 1]之间）连续段的排列

数目 mod 998 244 353的值。

一个序列是连续的，当且仅当把这个序列的值由小到大排序后，第 i个数的值

是第 1个数的值加上 i−1。

1.3 限制与约定

对于 type = 0的数据，你仅需要输出长度为 n的答案；对于 type = 1的数据，

你需要分别输出长度为 1 ∼ n的答案。

对于所有数据，type ∈ {0, 1}，1 ≤ n ≤ 105。

子任务编号 n ≤ type ∈ 分值

1 8 {0, 1} 10

2 1 000 {0, 1} 20

3 105 {0} 30

4 105 {0, 1} 40

时间限制：2s
空间限制：512MB
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2 部分分算法

2.1 算法一

对于 n ≤ 8的数据，我们可以分别枚举长度 len = 1 ∼ n的全排列并暴力验证

是否不存在非平凡的连续段，进而求出答案。

验证过程最暴力的实现是枚举 O(len2)个区间，单次 O(len)验证，因而单次

验证时间复杂度为 O(len3)。

总时间复杂度为 O(n! · n3)，可以通过子任务 1，期望得分 10分。

2.2 算法二

对于 n ≤ 1 000的数据，我们希望得到一个 O(n2)的算法。考虑使用动态规

划。

令 fn表示长度为 n的不存在非平凡连续段的排列个数，则答案即为 f1 ∼ fn。

直接求解 fn比较困难，我们先考虑求解另一个相似的问题：令 gn表示长度为

n，且所有非平凡连续段必定包含最后一个数的排列个数 [1]。

定理 2.2.1 g1 = 1, g2 = 2, gn = (n− 2)gn−1 +
∑n−2

i=3 (i− 2)gign−i+1,∀n ≥ 3。

证明 对于任意长度为 n ≥ 3的排列 a，考虑 b = a−1，即 bai = i。显然 a与

b之间一一对应，于是 gn 也可以理解为长度为 n且所有非平凡连续段包含最大值

的排列个数，对称地，gn 也可以理解为长度为 n且所有非平凡连续段包含最小值

的排列个数。

考虑在不包含最小值的长度为 n− 1的 [2, n]的排列 P 中插入 1，来得到长度

为 n的 [1, n]的且所有非平凡连续段包含最大值 n的排列 Q，分类讨论：

1. P 中所有非平凡连续段包含 n：这样的 P 有 gn−1个，插入 1只需不与 2相邻

即可，共有 n− 2个插入位置，方案数为 (n− 2)gn−1。

2. P 中存在不包含 n的非平凡连续段：为使Q中所有非平凡连续段均包含 n，那

么 P 中不包含 n的极长非平凡连续段必须唯一，且不包含 2。枚举该极长非平

凡连续段 S的长度 i ∈ [2, n− 3]，则 1会插入在 S内部，组成一个长度为 i+1

的子序列 S ′。我们将 S ′保持大小顺序对应到 [1, i+ 1]的排列 L，那么插入后

S ′不存在任何非平凡连续段，等价于 L中所有非平凡连续段包含最小值 1，于
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是有 gi+1种不同的 L。在 P 中将 S缩起来后，我们可以得到一个长度为 n− i

的排列R，R中任何非平凡连续段都包含最大值，于是有 gn−i种不同的R。且

给定一个 R，我们可以将它某个非最小值又非最大值的位置（有 n− i− 2个）

在保持大小顺序的情况下换成一个 S，得到一个 Q，且这样的替换是一一对

应，于是总方案数为
∑n−3

i=2 (n− i− 2)gi+1gn−i =
∑n−2

i=3 (i− 2)gign−i+1。

加上初值，我们有:

g1 = 1, g2 = 2, gn = (n− 2)gn−1 +
n−2∑
i=3

(i− 2)gign−i+1,∀n ≥ 3

. �

这样，我们容易在 O(n2)的时间复杂度内求出 g1 ∼ gn。接下来考虑如何利用

g1 ∼ gn求出 f1 ∼ fn。

定理 2.2.2 f1 = 1, f2 = 2, fn = gn + 2hn−1 −
∑n−1

i=2 gifn−i+1,∀n ≥ 3。其中

h1 = 1, h2 = 1, hn = gn−1 − hn−1,∀n ≥ 3。

证明 显然所有不存在非平凡连续段的排列 a都满足所有非平凡连续段必定

包含最后一个数 an，于是我们考虑从 gn中扣除不满足条件的排列来得到 fn。

我们考虑枚举不满足条件的排列中最长的包含最后一个数的连续段长度 i ∈
[2, n − 1]，则该连续段有 gi 种方案，将这一部分缩起来后得到的新排列是一个长

度为 n− i+ 1且不存在任何非平凡连续段的排列，有 fn−i+1种方案。

看起来递推式为 fn = gn −
∑n−1

i=2 gifn−i+1，∀n ≥ 3？

很容易发现这样的推理是有漏洞的：若我们直接把最长的包含最后一个数的

长为 i的连续段与任意一个长为 n − i + 1且不存在任何非平凡连续段的排列合并

起来，得到的新排列未必满足它所有的非平凡连续段都包含最后一个数 an。也就

是说，我们可能从 gn中扣的太多了，有一些不属于 gn中的排列也被我们减去了。

考虑什么情况下会发生上面的情况：如果出现这种情况，则任何一个这样的

非平凡连续段 [l, r]一定满足 l ∈ [1, n− i]，r ∈ [n− i+ 1, n− 1]。

若 i < n− 1，我们分类讨论 l：

1. l > 1：此时 [l, r]，[n− i+ 1, n]均是连续段，且 [l, r] ∩ [n− i+ 1, n] ̸= ∅。于
是 [l, r] ∪ [n − i + 1, n] = [l, n]也是非平凡连续段，且它比 [n − i + 1, n]更长，

矛盾。

2. l = 1：同样有 [l, r]，[n− i+1, n]均是连续段，且 [l, r]∩ [n− i+1, n] ̸= ∅。于
是 [l, r] \ [n− i+1, n] = [l, n− i]也是连续段，且 [l, n− i]长度至少为 2，也是

非平凡连续段，于是缩起来后的新排列仍有非平凡连续段，矛盾。
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综上，当 i < n− 1时，不可能出现上述情况，也即我们减去的排列个数正确。

若 i = n− 1，n− i+ 1 = 2，我们分类讨论 r：

1. r > 2：此时 [l, r]，[n− i+1, n]均是连续段，且 [l, r]∩ [n− i+1, n] ̸= ∅。于是
[l, r]∩ [n− i+ 1, n] = [2, r]也是非平凡连续段，且 r < n告诉我们这是一个不

包含 an的在 [n− i+ 1, n]中的非平凡连续段，仍然矛盾。

2. r = 2：此时 [l, r] = [1, 2]。又由于 [n−i+1, n] = [2, n]是连续段，于是 [n−i+1, n]

对应的权值区间是 [1, n− 1]或 [2, n]。故 [a1, a2] = [1, 2]或 [n, n− 1]。容易发

现这种情况确实不在 gn中被统计。

综上，我们漏掉的情况就是 [a1, a2] = [1, 2]或 [n, n− 1]的，两种情况对称，我

们只考虑前者。这其实等价于我们枚举的长度为 n− 1的连续段是一个以最小值开

头的任意非平凡连续段都包含 an的排列。

令这样的排列个数为 hn−1，加上初值，我们就可以得到正确的递推式:

f1 = 1, f2 = 2, fn = gn + 2hn−1 −
n−1∑
i=2

gifn−i+1,∀n ≥ 3

现在还有一个问题是找出 hn的递推式，这是容易的：当 n ≥ 3时，我们考虑

删去一个这样的长为 n的排列 P 的开头 1，剩余的排列是一个长度为 n−1的 [2, n]

的任意非平凡连续段都包含最后一个数的排列 Q，总共有 gn−1个，且按我们上面

的讨论，使 P 不合法（存在不包含最后一个数的非平凡连续段）的 Q必定是以 2

开头的，这部分显然有 hn−1个，于是 hn = gn−1 − hn−1。

加上初值，我们有：

h1 = 1, h2 = 1, hn = gn−1 − hn−1,∀n ≥ 3

. �

于是，我们在求出 g1 ∼ gn后，也容易在 O(n)的时间复杂度内先递推出 h1 ∼
hn，再在 O(n2)的时间复杂度内递推出 f1 ∼ fn。

总时间复杂度为 O(n2)，可以通过子任务 1, 2，期望得分 30分。

2.3 算法三

考虑使用描述排列连续段的数据结构：析合树 [2]来解决问题。这里为了方便，
我们认为叶节点既不是析点也不是合点。

当 n = 1时答案为 1，n = 2时答案为 2，n = 3时答案为 0。
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当 n ≥ 4时，可以发现一个不存在任何非平凡连续段的排列，恰好与一棵根

节点为析点，且有 n个叶节点作为它的儿子的析合树一一对应。因此我们的问题

可以从排列计数变为对析合树的计数了。

根据析合树的定义，容易得到下述引理：

引理 2.3.1 如果一个点是某个析点的儿子，它自己没有任何限制，即它自己可
以是任意的析点、合点或叶节点；如果一个点是某个合点的儿子，而它父亲合点的

儿子对应连续段单调上升/下降，它自己是析点或叶节点的话仍然没有限制，但是
如果是合点，自己儿子对应连续段只能单调下降/上升。

与算法二中一样，我们令 fn表示长度为 n的不存在非平凡连续段的排列个数。

再令 gn表示叶结点个数为 n的根节点是合点，且根节点儿子对应连续段单调上升

的析合树个数，对称地，gn 也表示叶结点个数为 n的根节点是合点，且根节点儿

子对应连续段单调下降的析合树个数。

令 F (x) =
∑

n≥4 fnx
n（fn对应的OGF），G(x) =

∑
n≥2 gnx

n（gn对应的OGF），
H(x) =

∑
n≥1 n!x

n（所有长度为 n的排列（叶结点个数为 n的析合树）的个数对

应的 OGF）。

引理 2.3.2 G(x) =
∑

n≥2(H(x)−G(x))n。

证明 考虑每棵根节点是合点，且根节点儿子对应连续段单调上升的析合树

T。

T 的根节点每个儿子所在的子树都是一棵析合树，且根节点要么是析点或叶节

点，要么是儿子对应连续段单调下降的合点。这类析合树对应的 OGF显然就是所
有析合树中除去根节点儿子对应连续段单调上升的合点对应的析合树，即 H(x)−
G(x)。

同时 T 的根节点儿子对应连续段单调上升，根据 OGF的运算，枚举 T 的根节

点儿子个数，即有 G(x) =
∑

n≥2(H(x)−G(x))n。 �

这样，我们有：

G(x) =
∑
n≥2

(H(x)−G(x))n

=
(H(x)−G(x))2

1− (H(x)−G(x))

⇒ G(x) =
H2(x)

H(x) + 1

引理 2.3.3 F (H(x)) = H(x)− x− 2G(x)。
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证明 令叶节点个数为 n 的根节点为析点的析合树个数为 wn，令 W (x) =∑
n≥4 wnx

n（wn 对应的 OGF）。这样的析合树是所有析合树中除去了单个叶节点
或根节点为合点的析合树所剩的，那么我们显然有W (x) = H(x)− x− 2G(x)。

考虑这样的某棵析合树 T，按定义 T 的根节点至少有 4个儿子，那么 T 的根

节点的儿子对应连续段缩起来后，对应一个不存在任何非平凡连续段且长度 ≥ 4

的排列，且它每个儿子所在的子树是一棵没有限制的析合树。

于是，根据OGF的运算，枚举 T 的根节点的儿子个数，即有W (x) =
∑

n≥4 fn ·
H(x)n = F (H(x))，也即 F (H(x)) = H(x)− x− 2G(x)。 �

注意到这里 H(x) 没有常数项且一次项为 1，于是 H(x) 有复合逆 I(x) =

H−1(x)，满足 H(I(x)) = I(H(x)) = x。

那么：

F (H(x)) = H(x)− x− 2G(x)

⇒ F (x) = H(I(x))− I(x)− 2G(I(x))

= x− I(x)− 2H2(I(x))

H(I(x)) + 1

= x− 2x2

x+ 1
− I(x)

比较对应项系数，可以得到 fn = [xn]F (x) = 2 · (−1)n − [xn]I(x)，∀n ≥ 4。

这样，我们发现求出 f1 ∼ fn就等价于求出 I(x) mod xn+1了。

对于 type = 0的数据，只需要求出 fn，也即求出 [xn]I(x)，我们可以利用拉

格朗日反演快速完成：

[xn]I(x) =
1

n
[xn−1](

x

H(x)
)n

这里只需要使用 mod xn意义下的多项式求逆和多项式求幂，均可以在O(n logn)
的时间复杂度内完成。

总时间复杂度为 O(n logn)，可以通过子任务 3，期望得分 30分。

2.4 算法四

考虑在算法三的基础上稍加改动来通过子任务 1, 2。

一个简单的做法是分别对 len = 1 ∼ n跑一遍算法三，这样总时间复杂度为

O(n2 logn)，常数较大。

下面我们均在 mod xn+1意义下讨论。
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考虑直接求出 I(x)，这样就能同时求出 f1 ∼ fn了。回到定义 I(x) = H−1(x)，

这相当于求出一个多项式复合逆的前 n+ 1项系数。

一个比较简便的方法是利用分块思想：取 M = ⌈
√
n⌉。先算出 J(x) = x

H(x)
，

然后我们依次算出 J0(x), J1(x), . . . , JM−1(x)和 JM(x), J2M(x), . . . , JM2
(x)。这部

分可以依次在上一项基础上乘一个 J(x) 或 JM(x) 得到下一项，总时间复杂度为

O(n
√
n logn)。然后我们要求出 [xk]I(x)，等价于求出 [xk−1]Jk(x)。令 k = pM + q

（0 ≤ p ≤ M, 0 ≤ q < M），那么我们即要算 [xk−1]JpM(x) · Jq(x)，利用前面结果单

次可以 O(n)完成，于是这部分总时间复杂度为 O(n2)。

总时间复杂度为 O(n2)，可以通过子任务 1, 2，结合算法三，期望得分 60分。

值得一提的是，这里即使我们使用了一些复杂度较为优秀的求多项式复合逆

算法，由于常数过大可能也难以通过子任务 4得到满分。
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3 标准算法

3.1 算法五

考虑在算法二的基础上进行优化。

我们回顾一下算法二的两个递推式：

g1 = 1, g2 = 2, gn = (n− 2)gn−1 +
n−2∑
i=3

(i− 2)gign−i+1,∀n ≥ 3

f1 = 1, f2 = 2, fn = gn + 2hn−1 −
n−1∑
i=2

gifn−i+1,∀n ≥ 3

我们可以发现一个这是一个半在线卷积的形式：fn, gn只依赖于更低的项的值，

且转移是一个卷积的形式。

使用分治 FFT算法求解半在线卷积的话，时间复杂度为 O(n log2 n)，可以通
过子任务 1 ∼ 4，期望得分 100分。

值得一提的是，如果使用 [3]中的算法，可以做到 O(n(logn)1+ϵ)的时间复杂

度。

3.2 算法六

考虑在算法四的基础上进行优化。

可以发现，这里需要求复合逆的多项式比较特殊，是 H(x) =
∑

n≥1 n!x
n。

根据 [4]中的结果，我们知道 H(x)满足下面 ODE：

H(x) = H ′(x) · x2 +H(x) · x+ x

⇒H(I(x)) =
1

I ′(x)
(
d

dx
H(I(x)))I2(x) +H(I(x))I(x) + I(x)

⇒x =
1

I ′(x)
I2(x) + I(x) · x+ I(x)

⇒I2(x)− I ′(x) · x+ (x+ 1)I(x)I ′(x) = 0

这是一个 I(x)满足的 ODE。令 cn = [xn]I(x)，比较对应项系数，我们可以得

到一个 cn的递推式：

c0 = 0, c1 = 1, cn = −
n−1∑
i=1

(i+ 1)cicn−i −
n−1∑
i=2

icicn−i+1,∀n ≥ 2
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可以发现这同样也是一个半在线卷积的形式，使用分治 FFT算法求解半在线
卷积的话，时间复杂度为 O(n log2 n)，可以通过子任务 1 ∼ 4，期望得分 100分。

使用 [3]中的算法，同样可以做到 O(n(logn)1+ϵ)的时间复杂度。
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4 总结

满足本题要求的排列称为 simple permutation[5]。本文从两个角度考虑了 simple
permutation的计数问题：通过传统的动态规划角度，得到一个答案的递推式并使
用半在线卷积优化；通过析合树来描述排列，利用生成函数推导转化为求多项式

的复合逆问题，并挖掘问题的特殊性，利用 ODE得到答案的递推式并使用半在线
卷积优化。两个算法的出发点不同，但最后都转化为了对答案递推式做半在线卷

积，体现了计数问题的殊途同归。

本题一开始是作者为 Comet OJ比赛1命制的，当时的版本是本题的子任务 3。

后面经过研究，发现可以同时得到 1 ∼ n的答案，于是命制了现在的版本。

本题综合考察了选手的动态规划，数据结构，生成函数等知识，有较高的思维

难度，但代码实现不算复杂，是一道作者认为命制不错的题目。

此外，在算法六中，我们得到了 I(x)满足的 ODE，但这里比较特殊，如果直
接利用 [6]中算法求解，会遇到 e

1
x 这种项。限于作者水平，无法给出O(n logn)算

法，欢迎有想法的同学与作者交流。

1Comet OJ­Contest 6 F
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