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问题 (集合)

给定长度为 2n 的序列 a。

定义 f(S) 为集合 S 内所有数的按位与。

从 {0, 1, . . . , 2n − 1} 中选出两个不交集合 P,Q，满足 f(P ) = f(Q)。

求所有选择方案的
∏

i∈P∪Q ai 之和，答案对 998244353 取模。

数据范围：n ≤ 20。

朱剑枫

NOI 2025 Day2 B. 集合



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

. .题意 . .约定 . .解法一 . .解法二 . .解法三 . .. .. .解法四
. .解法五

以下记 U = {0, 1, . . . , 2n − 1}。

对一个 S ⊆ U，记 w(S) =
∏

i∈S ai。

以下将二进制数也视作集合，即 f(S) ⊆ {0, 1, . . . , n− 1}。
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n ≤ 8

令 dpi,j,k 为前 i 个数，f(P ) = j，f(Q) = k 的所有方案权值和。

时间复杂度 O(8n)，期望得分：16。
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n ≤ 10

类似高维前缀和，指定一个前缀：令 dpi,j,k 为二进制前缀为 i，f(P ) = j，
f(Q) = k 的所有方案权值和。

对于一个前缀 i，dpi 的转移为 dpi0 和 dpi1 的二维按位与卷积。

时间复杂度 O(n4n)，由于常数较大无法通过 n ≤ 12，期望得分：24。
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n ≤ 12

直接求出 si,j 表示 i ⊆ f(P )，j ⊆ f(Q) 的权值之和。

对于每个 ai，可以选择放到 P 或者 Q 或者不放，然后求一次后缀积。

求出 si,j 后再做高维后缀减即可。

时间复杂度 O(n4n)，期望得分：36。
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利用 FWT 与 IFWT，原题意即求
1

2n

∑
P,Q⊆U, P∩Q=∅

w(P )w(Q)
∑

s⊆{0,1,...,n−1}

(−1)|s∩f(P )|+|s∩f(Q)|.

忽略常数项，对 s ∩ f(P ) 与 s ∩ f(Q) 容斥，有原式等于∑
s⊆{0,1,...,n−1}

∑
s1,s2⊆s

(−2)|s1|+|s2|
∑

s1⊆f(P ), s2⊆f(Q), P∩Q=∅

w(P )w(Q).
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先只考虑计算
∑

s1⊆f(P ), s2⊆f(Q), P∩Q=∅ w(P )w(Q)。

对于每个 i ∈ U：
若 s1 ⊆ i 且 s2 ̸⊆ i，则 i 可以被分到 P 里；
若 s1 ̸⊆ i 且 s2 ⊆ i，则 i 可以被分到 Q 里；
若 s1 ∪ s2 ⊆ i，则 i 既可以被分到 P 里也可以被分到 Q 里。

因此上式等于∏
s1⊆i, s2 ̸⊆i

(1 + ai)
∏

s1 ̸⊆i, s2⊆i

(1 + ai)
∏

s1∪s2⊆ai

(1 + 2ai).
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特殊性质 B：ai ̸= −1

由于 ∏
s1⊆i, s2 ̸⊆i

(1 + ai) =

∏
s1⊆i(1 + ai)∏

s1∪s2⊆i(1 + ai)
,

因此当 ai ̸= −1 时，原式可以直接由 s1 与 s2 或卷积得到。

时间复杂度 O(n2n)，结合 n ≤ 12 的部分后，期望得分：68。

朱剑枫

NOI 2025 Day2 B. 集合
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对于 ai = −1 的情况，考虑∏
s1⊆i, s2 ̸⊆i

(1 + ai)
∏

s1 ̸⊆i, s2⊆i

(1 + ai)

中零因子的位置。

上式非 0 仅当包含 s1 和 s2 的零因子都被包含在 s1 ∪ s2 中。

考虑对每个 s′ 记录
∏

s′⊆i(1 + ai) 中零因子个数 cs′。

在或卷积转移时，只转移零因子个数相等位置即可。

时间复杂度 O(n2n)，期望得分：100。
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