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简要题意

问有多少个每个元素都在给定的取值范围内的序列满足，每个区间的最大权独立集的权
值都不等于区间和的一半。

序列长度 ≤ 200，值域 ≤ 19。



分数分布

100 分：26 人
80 分：7 人
65 分：1 人
60 分：4 人
50 分：5 人
45 分：11 人
35 分：7 人
10 分：14 人
7 分：15 人



暴力

dfs 枚举所有序列，可以过程中判断每个前缀是否满足题目条件来剪枝。

因为 𝑚 ≤ 3 时，合法序列只有 𝑂(1) 个，所以可以通过 Subtask 1,2 获得 10 分。



分析

要计数满足某条件的序列个数，得先会判断某个序列是否合法。

本题中，我们希望每个子区间都满足条件，不妨先考虑如何判断是否每个前缀都满足条
件。

这是简单的：维护 𝐴, 𝐵, 𝑠𝑢𝑚分别表示最后一个元素可选可不选的 mis，最后一个元素一
定不选的 mis，所有元素的和，从前往后扫描，更新 𝐴, 𝐵, 𝑠𝑢𝑚，如果某时刻 2𝐴 = 𝑠𝑢𝑚就
不合法。



分析

什么时候会出现 2𝐴 = 𝑠𝑢𝑚的情况？

如果之前合法的 (𝐴, 𝐵, 𝑠𝑢𝑚)加入 𝑥 后不合法了，就是要 2 ×max 𝐴, 𝐵 + 𝑥 = 𝑠𝑢𝑚+ 𝑥。

若 𝑥 ≥ 𝐴 − 𝐵，就是 2𝐵 + 2𝑥 = 𝑠𝑢𝑚+ 𝑥，也即 𝑥 = 𝑠𝑢𝑚− 2𝐵。

若 𝑥 ≤ 𝐴 − 𝐵，就是 2𝐴 = 𝑠𝑢𝑚+ 𝑥，也即 𝑥 = 2𝐴 − 𝑠𝑢𝑚。



分析

设 𝑢 = 2𝐴 − 𝑠𝑢𝑚, 𝑣 = 𝑠𝑢𝑚− 2𝐵，则 𝐴 − 𝐵 = (𝑢 + 𝑣)/2，换句话说只需要把 𝑥 和 𝑢, 𝑣 比
较，就可以知道 𝑥 不能取什么值。

若 𝑥 ≤ 𝑢 + 𝑣 /2，则 𝑥 ≠ 𝑢；若 𝑥 ≥ (𝑢 + 𝑣)/2，则 𝑥 ≠ 𝑣。

这可以简写为：若 𝑢 ≤ 𝑣，则 𝑥 ≠ 𝑢, 𝑥 ≠ 𝑣，否则无限制。



分析

而且我们发现：𝑢, 𝑣 是封闭的（只用原来的 𝑢, 𝑣 就可以表示出新的 𝑢, 𝑣）。具体推导如下：

加入 𝑥 后，𝑠𝑢𝑚 → 𝑠𝑢𝑚+ 𝑥, 𝐴 → max 𝐴, 𝐵 + 𝑥 , 𝐵 → 𝐴。

𝑢′ = max 2𝐴, 2𝐵 + 𝑥 − 𝑠𝑢𝑚+ 𝑥 = max 2𝐴 − 𝑠𝑢𝑚− 𝑥, 2𝐵 − 𝑠𝑢𝑚+ 𝑥
= max 𝑢 − 𝑥, 𝑥 − 𝑣

𝑣′ = 𝑠𝑢𝑚+ 𝑥 − 2𝐴 = 𝑥 − 𝑢

换句话说： 𝑢, 𝑣 → (max 𝑢 − 𝑥, 𝑥 − 𝑣 , 𝑥 − 𝑢)



分析

耍了一些朝三暮四的小把戏之后，我们得到了一个简洁的判断方式，但还不知道它有什
么用。



分析

但实际上 𝑢, 𝑣 有一些显而易见的性质：

1. (𝑢 + 𝑣)/2 ∈ [0,𝑚]（最大独立集 dp 的性质）
2. 𝑢 ≥ 0（最大独立集至少是和的一半）
3. 𝑢 ≤ 𝑚（若 𝑢 > 𝑚，即使后面的最大独立集恰好是一半也无法让总最大独立集变成一

半）

这样，有用的 (𝑢, 𝑣)只有 𝑚2 种，所有后缀的 (𝑢, 𝑣) 集合只有 𝑂(2𝑚
2
)种（实际上 𝑚 ≤ 7 

只有约 105 种），将集合设为状态进行 dp 就能得到 40 ∼ 60 分。



仔细分析

再分析可以得到更强的性质：𝑢 ≥ 𝑣 一定成立，且 𝑢 > 𝑣 的状态只能转移到 𝑢 > 𝑣 的状态。

证明：分类讨论 𝑥, 𝑢, 𝑣 大小关系即可，这里略去。

而只有 𝑢 ≤ 𝑣 的状态才会对 𝑥 有限制，所以最终结论是：只有 𝑢 = 𝑣 的状态有用。

这样，有用的状态只有 1,1 , 2,2 , … , (𝑚,𝑚)这 𝑚 个，集合只有 𝑂(2𝑚)种，据此写一个
状压 dp，朴素转移即得 𝑂(2𝑚𝑚𝑛)做法，获得 80 分。



直接猜结论

如果要为最后的 dp 找一个跟 𝑢, 𝑣 无关的组合意义，可以找到下面的结论：

长为 𝑛 的序列 𝑎 的最大独立集等于和的一半的充要条件是：设 𝑠𝑖 = 𝑎𝑖 − 𝑠𝑖−1，则 𝑠𝑛 = 0
且 ∀1 ≤ 𝑖 < 𝑛, 𝑠𝑖 ≥ 0。

这个条件的必要性是显然的，充分性没有那么显然（不过也可以证明）。

笔者也不清楚有没有不经过 𝑢, 𝑣 的方法能自然地导出该结论（自然是指过程中不需要“猜
测”）。



优化

如果在状态集合 𝑆 = { 𝑎1, 𝑎1 , … , (𝑎𝑘, 𝑎𝑘)}后面加一个 𝑥 得到 𝑇，根据 (𝑢, 𝑣)的变化方式
可得，只有 𝑎𝑖 < 𝑥 的 𝑎𝑖 会对 𝑇 有作用。

所以，如果选择合适的转移顺序（按照 𝑥 从大到小），转移过程中做一个“超集和”，就可
以把原来 𝑂(2𝑚)的状态数变成 𝑂(2𝑥)。

时间复杂度 𝑂 𝑛σ𝑥≤𝑚2𝑥 = 𝑂(𝑛2𝑚)，可以获得 100 分。
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