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图排列 题解
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题意简述

小 Q 有 m 个互不相同的无序正整数二元组 {(ui, vi)}m
i=1，且满足 1 ≤ ui, vi ≤ n，ui ̸= vi，

不妨假设 ui < vi。小 Q 发现这 m 个二元组有着如下性质：当将二元组 (ui, vi) 视为开区间
(ui, vi) 时，满足任意两个开区间要么是完全包含关系要么互不相交。
小 D 有一个 1 ∼ n 的排列 p。小 Q 和小 D 利用各自手上的二元组和排列一起构建了一张
n 个点 m 条边的无向图 G(V,E)，其中 V = {1, 2, . . . , n}，E = {(pui , pvi)|i ∈ {1, 2, . . . ,m}}。
现在小 I 得知了图 G(V,E)，小 I 想要知道小 D 手中的排列 p 是什么。
由于小 I 手中的信息不足，排列 p 有很多种可能，小 I 希望你可以告诉他其中字典序最小
的那一个。
小 Q，小 D 和小 I 是很好的朋友，他们保证不会骗对方，也就是说至少存在一个可能的 p
满足条件。
要求做到 O(n log n)。
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题解

首先这题等价于找到一个将图嵌入平面中，满足图的点都在单位圆上，且图的每条边都是
线段，且边都不相交的最小字典序的方案。
这个转化可以让我们的思考更加直观，首先转化后第一眼就可以看出最小字典序一定可以
通过旋转单位圆使得 1 总是排在第一位。
观察子任务，可以得知有两个关键点，一是图是否连通，二是图是否有环。
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题解

先考虑最容易的情况，图连通且图无环，也就是说图是一棵树。不妨以 1 为根，那么可以
证明每棵子树内的点都在单位圆上的一个连续段内。
证明方法：假设存在一棵子树内部点不为连续段，那么这些点必然将单位圆分割成大于 1
个连续段，由于除去子树内除去子树根以外的点和边后图仍然连通，那么说明这些大于 1
个的连续段也是连通的，而子树内部也是连通的，由此二者的边必然相交，矛盾。
而我们也可以归纳证明这是充要的。子树之间显然独立，且满足局部最优为全局最优，此
后依次考虑每棵子树内部，贪心地排列即可。
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题解

接下来考虑图连通有环的情况。关于有环先考虑最简单的情况，也就是图刚好是一个简单
环，我们可以证明简单环上面的任意连续段嵌入到单位圆上也必须要是连续段，由此立即
得出在这种最简单的情形中图也只存在两种嵌入方式——顺时针和逆时针。
考虑一个点双 G 什么时候存在至少一个嵌入方式，首先一个简单环中间加上若干条不相交
的边一定存在一种合法的嵌入方式。而对于一个极其简单的结构
E = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 5), (3, 5), (4, 5)} 我们就能发现其没有合法的嵌入方式。而如果
我们能够通过删掉边以及缩二度点从图 G 得到这个结构，那么 G 一定不存在一个合法的
嵌入方式。由此我们可以得到存在至少一个嵌入方式的 G 只能是一个简单环加上若干条不
相交的边。
那么我们该如何找到合法的 G 存在的这一条环，也即哈密顿回路呢？这个图由于存在特殊
性质，我们可以通过每次缩二度点的方式唯一确定这条哈密顿回路，而二度点的存在性也
是非常容易证明的。
知道了点双如何嵌入，剩下的其实和树差不多，不过我们现在是在圆方树上面贪心即可。
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题解

最后问题是图不连通怎么办，同样有局部最优为全局最优，每个连通块先依次找到最优方
案，然后就是合并。
合并同样是贪心，对于若干个序列每次找可以放到开头的最小值，用一个栈维护当前序列
中的连通块编号，所谓可以放到开头的要么就是和栈顶在同一个连通块中，要么就是还没
有入过栈的元素，找最小值使用堆即可。
总时间复杂度为 O(n log n)。
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吐槽环节
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