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《Jumping Lights》解题报告

题目大意

给定  个结点的树 ，初始每个结点都未被标记。接下来有  次操作：

0 u，表示去除结点  上的标记，若其未被标记则不操作；1 u，表示把结点  标记，若其已被标记则不
操作。

2 u，表示进行一次如下操作：对每个点 ，若操作前存在  的邻居  使得  被标记，则操作后将  标
记；否则去除  上的标记。

每次操作后，输出树上被标记结点的个数。

数据范围

， 。

时间复杂度 2s，空间复杂度 512MB。

解题过程

以下记被标记为 ，未被标记为 。记第  个  操作发生后，第  个  操作发生前为  时刻。

不妨设原树  为以  为根的有根树，下称一个节点为叶子当且仅当其在以  为根的意义下没有子节点。

观察到若从某个状态开始一直进行  操作，最终整棵树将会进入一个周期为  的循环中。因此分开考虑奇数刻/
偶数刻的树的形态。具体来说，我们令  为维护时刻  的树中每个结点的标记情况的数据结构（为简化说明，
不妨定义 ，即  可为负数），每次  操作直接在当前  上进行修改，  操作时新的  由 

 进行某些修改得来。

考虑  操作中修改的具体形式。我们可将其等效为若干次标记  与 。注意到若一直进行  操作，每
个数据结构中为  的结点的个数似乎是不降的，即使有修改也如此；但若有很多叶子同时被修改了，则不好处
理。接下来将此转化为严谨的算法。我们记势能函数  将数据结构  映射至  中为  非叶子结点 构成的
集合，设当前时刻为 ，第  时刻发生的单点修改次数为 。随后给出如下结论：

结论1

。即在  中为 ，而在  中为  的结点个数不超过时刻  内的修改个数。

首先给出下述引理：记  表示树  上点集  的邻域的并集。对于非叶子节点集合 ，有 。

对引理的证明：对每个非叶子节点  任取一子节点，记为 。显然 ，  且  两两不同，
因此 。

回到原证明，记 。考虑若结点  在  中为 ，在一次  操作后  上其所有邻居必然均
变成 。同时其在  中为 ，说明其在  的所有邻居也都为 。因此时刻  中  的所有邻居必然都被修改过
一次。被修改的点集包含 ，则有 ，结论得证。

通过分析势能，我们立刻能够得到关于  的如下结论：
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结论2

。即对于所有  操作，从  到  发生  的结点个数的总和不超
过 。

证明是较为简单的。考察  的变化，一开始 ，且任意时刻集合大小至多为 。从 
 到  的过程中，至多有  个数被从  集合中删去，而  在单点修改的过程中也至多失去了  个

点，因此奇偶两部分整个过程中至多删去了  个数；而加入数的次数等于  的修改个数。由聚
合分析可知其不应超过  次。

至此我们证明了对于非叶子节点，每次  操作在对应数据结构上对结点标记的变动次数是线性的，因此可以暴
力找到所有需要变动的结点。

当然我们还需要一种对叶子的处理方法：将所有叶子按照其邻居划分等价类，注意到一次操作后所有同一个等
价类的叶子状态相同，因此只需关心叶子等价类的整体是否发生了变化，而无需对其中的每个点进行操作。我
们依据这些观察设计算法。对每个  维护如下内容：

对每个结点 ，维护其子节点中所有非叶子  节点构成的集合 ，以及叶节点  结点个数 。

维护集合  表示第  时刻所有  的非叶结点及第  时刻所有因单点修改变成  的点的集合，
 表示第  时刻内所有因单点修改变成  的点的集合。

这些集合需要支持两种操作：加入/删除一个点，以及访问所有集合内的点。这两种操作的复杂度分别需要为 
 和 。首先论证该数据结构的可实现性。我们维护所有原先集合内的点以及所有修改构成的集合，

修改时将一个修改标记加入该集合，访问时  处理所有修改，判断哪些点仍旧属于当前集合。由于一次
修改至多让该集合  与所维护集合的  的差增大 ，势能分析可知满足上述复杂度要求。

在进行  操作时，我们将其拆解为三个步骤：找到  中所有  和  的非叶节点并暴力更
新，然后修改所有叶子的值。首先对于 ，根据前述结论其必然存在于某个被修改为  的点的邻域中。我
们对  的  里每个点查询其父亲 ，判断其邻域是否包含于 ，然后暴力修改，复杂度为 。对于 

，考虑若点  在  中为  而在  中为 ，其必然满足以下二者之一：

其在  中周围所有点为 ，但其在第  时刻结束时周围有点为 。这说明其存在一个邻居  要么在第 
刻被修改了，要么在  的过程中被变成了 。但如果是后者，  必然不是叶子，否则与  在 
中为  矛盾。此时枚举  即枚举  的 ，对其内所有点暴力遍历  与父节点然后进行修改即可。

其在  变成  的  操作中变为了 ，但随后在第  时刻被单点修改为了 。此时可直接枚举 
 的  并判断其内所有点是否需要修改。

叶节点的情况是类似的，只需要在上面枚举  和枚举  的过程中顺便更新其叶节点集合即可。此处我们需
要支持全局赋值，维护  的操作，显然可以做到 。

最后是所有可能的单点修改。我们只需要修改该点父亲的  和 ，当前数据结构的  和 。这些均可以
做到 。

综合分析一下所有的复杂度。对每个  我们分别在  时刻和  枚举了一次，总复杂度 
。对每个  我们只在第  时刻枚举了一次，而 

。对每个  我们枚举的复杂度之和即为  节点
数，且枚举完清空整个集合，因此复杂度可均摊至对  个数的分析中。总时间复杂度 。

注意具体实现时，需要仅用两个数据结构  和  分别模拟奇数刻和偶数刻的情形。

∑|Φ( )∖Φ( )| ≤ 2n + qTi+1 Ti−1 2 Ti−1 Ti+1 0 → 1

2(n + q)

|Φ( )|Ti |Φ( )| = |Φ( )| = 0T−1 T0 n

Ti−1 Ti+1 Di Ti−1 Ti Di

2 = 2q∑i Di 0 → 1

2(n + q)

2

Ti

u 0 Wu 0/1 cnt0/1

Slst i − 1 0 → 1 i 1

Sw i 0

O(1) O(size)

O(size)

size size 2

2 →Ti−1 Ti+1 1 → 0 0 → 1

1 → 0 0

Ti Sw u Sw O( )Sw

0 → 1 u Ti−1 0 Ti+1 1

Ti−2 0 i 1 v i

→Ti−2 Ti 1 v u Ti−1

0 v Ti Slst W

Ti−2 Ti−1 2 1 i − 1 0

Ti−1 Sw

Sw Slst

cnt O(1)

Wu cnt Sw Slst

O(1)

Sw i i + 1

O(∑| |) ≤ O(∑ ) ≤ O(q)Sw Di Slst i

∑| | ≤ (∑ ) + ∑(|Φ( )∖Φ( )|) = O(n + q)Slst Di Ti+1 Ti−1 Wu 0 → 1

0 → 1 O(n + q)

T0 T1


