
Petrozavodsk Summer 2024 Day 5 — Problem B: Build Well

1 题目大意

原题链接：QOJ 题面

有 n 种砖块，长度为正整数 b1, . . . , bn，每种数量无限。要围成一圈周长为 w 的单行砖环，并

将这样的环无限向上叠放。要求：任意相邻两行的所有缝隙（砖与砖的交界点）不能在同一竖线上

重合。由引理 1 可知：只要给出两行配置 C1, C2 使相邻两行不发生缝重合，则交替摆放即可铺出

全局，因此只需输出两行配置 C1, C2（行内砖数、从零点起的顺时针偏移、以及砖长序列）。

输入 第一行两个整数 n,w。第二行给出 n 个正整数 b1, . . . , bn，表示可用砖长。

输出 第一行输出一个单词：possible 或 impossible。若为 possible，接着输出四行描述两个

配置 C1, C2：第 1 行为 C1 的“砖块个数与偏移量”，第 2 行为 C1 的砖长序列；第 3 行为 C2 的

“砖块个数与偏移量”，第 4 行为 C2 的砖长序列。要求两配置交替铺设时，相邻两行无缝重合。

2 数据范围

• 1 → n,w → 3↑ 10
5；

• 1 → bi → w，每种数量无限；

• 时间限制 5 秒，内存限制 1024 MB。

3 记号与约定

位置按模 w 的加法群 Zw 比较，零点为 0 ↓ Zw。对集合 S ↔ Zw 与整数 ω，记

S + ω := { s+ ω (mod w) : s ↓ S }.

对任意集合 A，记 #A 为其基数。

单行配置 C 由起点偏移 o ↓ Zw 与有序序列 (ε1, . . . , εm)（各为可用砖长，且
∑m

i=1 εi = w）确

定。其缝集合定义为

S(C) :=
{
o+

r∑

i=1

εi (mod w) : r = 0, 1, . . . ,m↗ 1
}
,

故缝数 #S(C) = m。同一多重集的任意排列视作等价的单行可行解类。

方括号记法：用 [x] 表示一段长度为 x 的连续砖段；用 [1
k
] 表示 k 个 1 砖的连续串接。相邻

方括号并置表示顺序串接。
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区间与比较：当用于整数索引时，[x, y]表示整数闭区间 {x, x+1, . . . , y}。当用于圆周弧段时，

记 [t, t + L) 为从位置 t ↓ Zw 出发沿顺时针前进 L 个单位所经过的半开弧（端点按模 w 计）。在

同一弧段内部进行大小比较时，固定 t 的代表元 t̃ ↓ {0, . . . , w ↗ 1} 并在区间 [t̃, t̃+ L) 内按整数比

较；其他等式/不等式若未注明，默认按模 w 的等同类比较。

4 详细做法

把问题分解为“一行能否凑满”和“如何避免缝重合”。

1. 先判仅用非 1 砖能否凑 w。 这是标准的无限背包（硬币问题）。若可行，则取此行作为 C1，

令 C2 采用相同砖序列，但整体偏移比 C1 大 1。该行只由长度 ↘ 2 的砖组成，任意相邻缝之

间在圆环整数位置上的间距至少为 2，因此 S(C1)≃
(
S(C1)+ 1

)
= ⊋（按模 w 比较），两行不

发生缝重合。

2. 若仅用非 1 砖不可凑满：

• 若不存在 1 砖（即所有 bi > 1，但这一步判定失败），则无解；

• 若仅存在 1 砖（即没有任何 > 1 的砖），则任一行的缝集合为 Zw，两行无论选何偏移均完

全重合，故无解；

• 否则（既存在 1 又存在一些 > 1 的砖），进入下一步的 gadget 化。

3. 必须含 1 的情形——gadget 化、恢复。 本小节固定 C2 的整体偏移比 C1 大 1。

• 定义 gadget：取一块非 1 砖 b > 1 与同侧 k 个 1 砖（0 → k → b ↗ 2）拼成一段（总长

b+ k）；在两行中把该段反向摆放

C1 : [b][1
k
], C2 : [1

k
][b].

• 若能把 w 表示为若干 gadget 的长度之和（保持两行内各段顺序一致）则整体稳定。可作

gadget 的长度取所有满足存在 b > 1 且

b → ε → 2b↗ 2

的整数 ε。将这些 ε 视为“可用长度”，再做一次“能否凑到 w”判定并据此恢复构造

C1, C2。

5 正确性证明

本节默认：存在至少一类 > 1 的砖，且存在至少一种单行方案使用 1；否则已在上一节判定为

无解，不进入本节。在此前提下，记所有至少用到 1砖的单行方案中，1的最小用量为 kmin；所有

> 1 砖长的最小值为 bmin，二者定义良好。称达到 kmin 的任一单行方案为“最小 1 解”。
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引理 1 (两行交替足以生成全局). 若存在两行 C1, C2 的缝集合 S1, S2 ↔ Zw 满足 S1 ≃ S2 = ⊋，则
由 C1, C2 交替堆叠得到的无限高构型合法。

证明. 相邻两行只可能是 (C1, C2) 或 (C2, C1)，两种配对的缝集合分别为 (S1, S2) 与 (S2, S1)，均

不相交。

引理 2 (极值不等式). kmin < bmin。

证明. 若 kmin ↘ bmin，在“1 最少”的解中至少有 bmin 个 1。以一块 bmin 替换它们保持和为 w 且

令 1 更少，矛盾。

引理 3 (gadget 正确性). 设 b > 1、0 → k → b ↗ 2，令一段长度 L = b + k。在 C1 中该段摆作

[b][1
k
]，在 C2 中摆作 [1

k
][b]，并固定 C2 的整体偏移比 C1 大 1。记该段在 C1 中的左端位置为

t ↓ Zw，并取其代表元 t̃ ↓ {0, . . . , w ↗ 1}，则在弧段 [t̃, t̃+ L) 内：

S1 = { t̃, t̃+ b, t̃+ b+ 1, . . . , t̃+ b+ k ↗ 1 },

S2 = { t̃+ 1, t̃+ 2, . . . , t̃+ k + 1 },

且 S1 ≃ S2 = ⊋；两段首尾拼接时，相邻两段的公共边界在两行中的缝分别位于 t̃+ L 与 t̃+ L+ 1

（取模 w 后），亦不重合。

证明. 内部缝为

S
int
1 = { t̃+ b, t̃+ b+ 1, . . . , t̃+ b+ k ↗ 1 }, S

int
2 = { t̃+ 2, t̃+ 3, . . . , t̃+ k + 1 }.

由 k → b ↗ 2 得 t̃+ k + 1 → t̃+ b ↗ 1 < t̃+ b = minS
int
1 ，故 S

int
1 ≃ S

int
2 = ⊋。端点与内部缝不交，

且段与段拼接处两行位置相差 1，不重合。

定理 1 (两类结构性无解). 若出现下列任一情形，则必无稳定解：

(E1) kmin = bmin ↗ 1 且 w = 2bmin ↗ 1；

(E2) 所有可用非 1 砖均为 2，且 w 为奇数。

证明. E1. 因 w = 2bmin ↗ 1 < 2bmin，任一单行解至多含一块非 1 砖，且其长度不超过 bmin。任一

行的缝数至少

(w ↗ bmin) + 1 = bmin.

两行合计缝数至少 2bmin，但可用位置仅 w = 2bmin ↗ 1 个，鸽巢原理得必有重合。

E2. 设一行中 1 的个数为 ε、2 的个数为 m，则 w = ε + 2m。当 w 为奇数时 ε 必为奇数，缝数

ε+m = (w + ε)/2 ↘ (w + 1)/2。两行合计缝数至少 w + 1，必有重合。

定理 2 (除 E1/E2 外皆可解（等价于 gadget 分解）). 若不属于定理 1 的两类情形，则存在稳定

解；等价地，存在一行可行解能拆成若干满足 0 → kj → bj ↗ 2 的 gadget 之和。
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证明. 由引理 2，kmin → bmin ↗ 1。对“最小 1 解”分三类：

• kmin → bmin ↗ 2：将全部 kmin 个 1 集中拼到任意一块 b ↘ bmin 的同侧，得到合法 gadget；将

每块非 1 砖与分配到它的 1 合成 gadget，整行即为 gadget 串接。

• kmin = bmin ↗ 1 且存在 b > bmin：将全部 kmin 个 1 集中到这块 b 上，因 b ↘ bmin + 1，有

kmin → b↗ 2，合法。

• kmin = bmin ↗ 1 且所有非 1 砖都为 bmin：若“最小 1 解”仅含一块非 1 砖，则 w = 2bmin ↗ 1，

属 E1；否则存在至少两块非 1 砖，可将 bmin ↗ 2 个 1 拼入一块，将剩余的 1 拼入另一块。若

同时所有非 1 砖都为 2 且 w 为奇数，则属 E2；不在该情形时即可完成 gadget 串接。

将这些 gadget 按同序在两行中反向摆放，并固定整体偏移差为 1；由引理 3 各段范围与拼接边界

均不重合，得到稳定解。

定理 3 (算法正确性). 按“详细做法”产生的输出满足：若输出 possible 并给出 C1, C2，则两行

交替堆叠合法；若输出 impossible，则不存在任何合法构型。

证明. 若第一步“仅用非 1 砖能凑 w”成功，令两行使用相同砖序列且整体偏移差为 1。行内任意

相邻缝的间距至少为 2，故 S(C1) ≃
(
S(C1) + 1

)
= ⊋，由引理 1 合法。

若进入第三步并在“gadget长度能凑 w”中成功，将每段按引理 3的规则在两行反向摆放且整

体偏移差为 1。各段内的缝集合两两不交，段与段拼接处两行位置相差 1，故整行 S(C1) 与 S(C2)

仍不交，再由引理 1 合法。

若输出 impossible，则第一步失败，任何单行方案必用到 1；第三步亦失败，即 w 不能表示

为若干满足 0 → k → b↗ 2 的 gadget 长度之和。若属于定理 1 的情形，则无解；否则由定理 2，存

在稳定解当且仅当存在上述 gadget 分解，现已否定，故无解。

6 复杂度分析

需要进行两次“能否凑到 w”的判定。先将完全背包二进制拆分并按重量去重，转化为 0–1

背包，再用位集做移位或更新。状态长度为 w，每次扫描代价为 O
(
w
64

)
，更新次数不超过 w。因

此每次判定的时间复杂度为 O

(
w2

64

)
，空间复杂度为 O(w)；两次判定的总复杂度同阶。
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