
Petrozavodsk Summer 2024 Day 5 — Problem A: Building

Marble Tracks

1 题目大意

原题链接：QOJ 题面

给定 n 条直线轨道，每条为线段 (x1, y1)–(x2, y2)，且 x1 →= x2。按输入顺序（全局编号

1, . . . , n）依次尝试固定：当且仅当当前线段与此前已经固定的任意线段在内部没有相交（端点

处接触不算），就把它固定；否则跳过。

下文若未加限定，“相交/不相交”均指“严格内部相交/不相交”。

输入 第一行一个整数 n。接下来 n 行，每行四个整数 x1, y1, x2, y2 表示一条线段（保证 x1 →=

x2）。

输出 第一行输出被保留的数量 k。第二行输出 k 个编号，按升序排列。

2 数据范围

• 1 ↑ n ↑ 6↓ 10
4；

• 坐标范围 ↔10
5
↑ x1, y1, x2, y2 ↑ 10

5，且每条线段满足 x1 →= x2；

• 任意两条不同线段至多在一个点相交（不存在重叠成段）；允许多条线段在同一点相交；

• 时间限制 4 秒，内存限制 256 MB。

3 详细做法

朴素做法在第 i 条线段时与所有已保留线段逐一判交，最坏 O(n
2
)。正确做法采用

分块 + 线段扫描（Bentley-Ottmann） + 块内筛选

可把复杂度降至 O
(
n

3
2 log n

)
。

分块 设块大小 B = ↗
↘
n≃，按输入顺序把 n 条线段分成

⌈
n
B

⌉
个连续块。

全局编号固定为输入序号并在全流程中使用；块内任何引用均以该全局编号为准。

处理到某一块 T 时，记此前已保留下来的集合为 S。初始 S = ⊋；每次仅在与已入选线段不
相交时才加入（见 Step 2 与 Step 3）。据此可得：

• 基例：此时 S = ⊋；
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• 归纳步：若当前 S 内两两不相交，且仅当待加入线段与 S 中任意线段不相交时才加入，则加

入后任一对线段仍不相交。

因此在任意时刻 S 内部两两不相交。

三步处理

Step 1： 处理块内相交：对 T 中至多 B 条线段两两做一次相交测试，记录布尔关系 I(i, j) 表示两个线

段是否相交。

Step 2： 跨集合相交：在 S ⇐ T 上做一次线段扫描（Bentley-Ottmann）。只要发现某条 t ⇒ T 与某条

s ⇒ S 相交，立刻把 t 标记为无效并从状态结构删除，其后续相关事件失效（惰性删除），并

对 t 删除后在状态结构中新形成的一对原上下邻居立即执行一次相邻对检查。

Step 3： 按顺序筛选：按全局编号从小到大遍历 T。若该线段被 Step 2 标记为无效则跳过；否则与本

块中已加入且更早的线段按 I(u, v) 检查，若存在相交则跳过，否则把它加入 S。

4 Bentley-Ottmann 流程

对 x 做扫描线，扫描线自左向右移动，同时维护两个结构：事件队列与状态结构。

端点 对每条线段，以 x 坐标升序定义左端点与右端点；若输入给出 x1 > x2，则先交换两端点

（题目保证 x1 →= x2）。在某一固定的 x = x0 上批处理事件时，状态结构中的相对高低与相邻关系

均按当前扫描位置的右极限 x ⇑ x
+
0 的截线 y 值来判定，即先按照当前扫描位置 x 的截线 y 值比

较，相同时再按照斜率比较。

事件 按 x 坐标从小到大处理，事件分为：

• START：线段的加入事件（左端点）；

• END：线段的删除事件（右端点）；

• CROSS：线段的相交事件（仅包含 T–T 的相交事件）。

初始化时加入 S ⇐ T 的所有 START 与 END 事件。扫描过程中，每当任意一对相邻线段形成或变

更相邻关系时，先进行一次相邻对交点检查：

• 若为 S–T，且判定相交，立即从状态结构删除 T 中该线段并将其后续相关事件视为失效（惰

性删除），且对其原上下邻居立即执行一次相邻对检查；

• 若为 T–T，则计算并将其唯一的交点（若存在且在当前批次 x 的右侧）作为 CROSS 事件加

入队列；若交点恰在当前批次 x = x0，归入该批次的 CROSS 批事件；

• 若为 S–S，由归纳它们不相交，无需处理。
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状态 用平衡树维护当前被扫描线穿过的所有活跃线段，按它们在当前扫描位置右极限 x ⇑ x
+
0 的

截线 y 值从下到上有序（即先按照当前扫描位置 x的截线 y 值比较，相同时再按照斜率比较）。处

理事件时，若事件关联线段已不在状态结构，则跳过该事件（惰性删除原则）。

同批次处理顺序 在同一 x = x0 上按固定顺序批处理：

END ⇑ CROSS ⇑ START.

同类事件内部次序如下：

• END：按当前状态从下到上删除。每删除一条线段，立即检查其原上下邻居是否成为相邻，并

执行相邻对检查。

• CROSS：对每一个交点 p，取穿过 p 的所有当前活跃的 T 内线段，按它们在 x ⇑ x
→
0 时由下

到上的顺序整体取反序（例如下到上的序列 1, 2, 3 变为 3, 2, 1）。完成反序后，分别对该组与其

外部上下邻居形成的新相邻对执行一次相邻对检查。由于先处理 END，其右端点在 p 的线段

已不活跃；由于后处理 START，其左端点在 p 的线段尚未加入，故“当前活跃”恰对应“内

部穿过 p”。

• START：将线段插入状态结构；分别与其上下邻居做相邻对检查。若与某个邻居属于 S–T 相

交则即时删除两条线段中的 T 线段并对其原上下邻居继续检查；若与某个邻居属于 T–T 相交，

则将对应 CROSS 入队。

无论在何处触发 S–T 的即时删除，均立即从状态结构移除并对其原上下邻居形成的新相邻对执行

一次相邻对检查。

5 正确性证明

目标：在扫描线过程中仅检查状态结构中的相邻对即可发现 S ⇐ T 内全部内部交点；据此可

知 Step 2 的跨集合过滤与 Step 3 的顺序筛选与题意一致。记当前批处理坐标为 x0。状态结构

维护穿过 x = x0 的活跃线段，按 x ⇑ x
+
0 的截线 y 值自下而上有序。同一 x = x0 的事件按

END ⇑ CROSS ⇑ START 批处理：在 CROSS 批中活跃的线段恰为内部穿过该交点的线段。

引理 1 (左侧最早交点的连续块). 设 x
ω 为任意两线段内部首次相交的 x 坐标，取 p = (x

ω
, y

ω
)。

令 G 为在 p 处内部经过 p 的全部活跃线段集合。则在 x = x
ω
↔ ω 的状态序列中，G 形成一个连

续块。

证明. 反证。若存在 a, b ⇒ G 与 c /⇒ G，在 x
ω
↔ ω 的序列中 c 位于 a, b 之间，则当 x 增至 x

ω 时，c

必通过端点或内部相交离开该区间。端点事件与“c 位于二者之间”矛盾；内部相交则给出 x < x
ω

的更早相交，违背 x
ω 的最早性。故 G 必为连续块。
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引理 2 (相邻对检查的完备性). 在扫描中，只要每当相邻关系创建或变更时立即检查该相邻对，即

可发现全部内部交点（含同点多线相交），且不会报告端点接触。

证明. 情形一：两线在 p 简单相交。最早相交点的左侧，两线相邻；相邻关系首次出现或变更即被

检查并命中。

情形二：多线在同一点 p 内部相交。由引理 1，G 在 x
ω
↔ ω 为连续块，跨过 x

ω 后块内上下次

序整体取反。对 G 内任意一对在 p 相交的相邻的线段，必在某一步成为相邻而被检查命中。由于

END 与 START 已先后移除/未插入端点在线的线段，端点接触不会被报告。

引理 3 (跨集合过滤). 在 Step 2 中，对任意 t ⇒ T，当且仅当存在 s ⇒ S 与之内部相交时，t 被即

时删除。

证明. 充分性：由引理 2，s 与 t 在相邻关系创建或变更时被检查并命中，算法立即删除 t 并继续

相邻检查。必要性：仅当相邻对判定为内部相交时才删除 t；对 S–S 不作删除，故无伪阳性。

引理 4 (块内顺序筛选). 完成 Step 2 后，T 中剩余线段与 S 互不相交。记 T
↑ 为剩余集合，则按全

局编号递增处理 T
↑，仅与已入选且编号更小的同块线段比较，并依据预计算的 I(u, v) 决定取舍，

与题意等价。

定理 1 (正确性). 由引理 2 与引理 3，Step 2 通过相邻对检查完整过滤掉与 S 相交的 T 内线段

（含同点多线相交）。由引理 4，Step 3 的块内顺序筛选与题意中的按输入顺序取舍一致。故算法正

确。

6 复杂度分析

令本块大小 |T | ↑ B，本块内 T–T 的相交点数为 q。一次扫描产生的队列事件数为

E = 2
(
|S|+ |T |

)
+ q,

其中 2(|S| + |T |) 来自所有 START/END，q 来自所有 CROSS。在扫描过程中，每个事件只触发

O(1) 组相邻检查；此外，每条 t ⇒ T 至多一次被 S 命中并即时删除，该操作在状态结构内引起的

额外相邻检查次数为 O(1)，因而本块扫描时间为

O
(
(E + |T |) · log(|S|+ |T |)

)
= O

(
(|S|+ q) log n

)
.

由“至多一个交点、且不重叠”可知 q = O(B
2
)；Step 1 与 Step 3 各为 O(B

2
)。于是本块总时间

O
(
(|S|+B

2
) logn+B

2
)
= O

(
(|S|+B

2
) log n

)
.

将块按处理顺序编号为 1, . . . ,m，其中 m = ↗
n
B ≃，第 b 块开始时有 |S| ↑ (b↔ 1)B，求和得

m∑

b=1

O
(
((b↔ 1)B +B

2
) log n

)
= O

(
(m

2
B +B

2
m) logn

)
= O

(
n

3
2 log n

)
,

空间为 O(n)。
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