
QOJ2570 Maximal Subsequence 解题报告  
题目大意  
给定一个长度为  的序列 ，你可以删除一些数，并保证未删除的数的相对位置不变。

求至多保留多少个数，使得最终序列的  长度小于最开始序列的   长度。

数据范围  
， 。

解题过程  

算法一  

令  为以第  个位置结尾的  长度，  为以第  个位置开头的  长度，  为原序列的  长
度。

首先，只有  的元素  会产生影响，称这些  为 “关键点”。

考虑对于两个关键点  满足  ，  ， ，则连边  。那么限制等价于每条
从  的点到  的点的路径上至少有一个点被选择删除。

容易构造出最小割模型：每个关键点拆成两点 ，其间有边 。从源点  连向所有  的关
键点 ，从所有  的关键点  连向汇点 。对两个关键点  满足  ，  ，

，连边 。网络图中所有边的容量均为  。

由于该网络图的最大流 ，因此粗略估计，暴力建图跑网络流的时间复杂度为 ，使用线段树优

化建图后时间复杂度为 。

算法二  

考虑算法一中网络图的最大流的组合意义：求最多选择多少个不相交，长度为  的上升子序列。

现在完全的抛弃掉之前的网络图，直接考虑该转换后的问题如何做。我们在算法一最开始所描述的图上

处理（两个关键点  满足  ，  ， ，则连边  ）。目标是求至多选择多
少条点不相交的从第  层到第  层的路径。

令所有  的关键点  为 “第  层”，则所有  的边一定满足  在第  层，  在第  层。

性质 ：把每层的点按照下标从小到大依次排列，则每层的点的   是单调不增的。

证明：若有两个同层关键点 ，满足 ，则 ，与    矛盾。

将每层的点按下标从小到大排列。

性质 ：对于第  层的点 ，连到的所有第  层的点  构成第  层点序列的一段区间。

证明：第  层的点  连向第  层的点  的要求是 ，而  构成第  层
点序列的一段后缀，  构成第  层点序列的一段前缀，前缀与后缀的交是区间。

对所有点  处理出其连向的所有  在下一层的点序列上构成的区间    。 

性质 ：对于第  层的点 ，满足 ，则 。

证明：下标限制的后缀，  比  要求更高，因此  对应后缀比  更靠后，即： 。权值限制的

前缀，  比  要求更低，因此  对应前缀比  更靠后，即：  。
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接下来分析最优解的形式。

性质 ：存在一组最优解，使得任意两条选择的路径都不会出现 “交叉”：即对于任意两条选择的路
径和层  ，令两路径在第  层的点分别是 ，第  层的点分别是 

，则不会有 。

证明：只要有两个选择的路径和层 ，满足对应的 ，则可以交换 
，根据性质 ，对应路径仍然合法，且会减少 “交叉点” 数量。不断调整可使得 “交叉点” 

数量变为 ，即任意两条路径都不出现 “交叉”。

现在所有选择的路径都拥有 “严格顺序”，因此选择的第一个路径是选每层的第一个，因为这对后续路径
选取的影响最小。

于是得到了一个贪心算法：每次取尽可能靠前的，与之前已选择的不交的  。

该过程可以变为选取若干轮，每轮执行：

选取每层未被删除的最小的 。

将所有这一轮选择的点全部删除，并重新计算所有点的  和 。

将所有  的点  删除。

暴力实现该过程，时间复杂度：  。

算法三  

我们想要快速维护每一轮过后点的删除情况。

由上面的分析可得，一个点连向下一层的一段区间，也是由上一层的一段区间连向其。

容易归纳得出，任意轮结束后，被删除的点一定是每层的一个前缀。

一个点被删除的原因可以归为三种：

他在该轮中被选择了。

上一层删掉了某点（删掉了对应前驱/后继区间的右端点后，整个区间就全部被删空了，导致该点没
有合法前驱了）。

下一层删掉了某点。

我们只需要存储每一层有哪些点，不需要对层之间的连边建图，而实际建立的图是当 “删除  会导致  
被删除时”，加一条  的边。每轮只需要删除所有该轮选择的点和这些点能“到达”的所有点。直接 
，不重复经过已被删除的点。于是分完层后求答案的部分的时间复杂度为均摊 。

时间复杂度： ，瓶颈在求 。

参考资料  
QOJ2570 题面：https://qoj.ac/problem/2570

QOJ2570 题解：https://qoj.ac/download.php?type=attachments&id=821&r=2

af://n44
af://n58
https://qoj.ac/problem/2570
https://qoj.ac/download.php?type=attachments&id=821&r=2

