
1 QOJ10092 Interactive Primality

1.1 题目大意

交互库有一个未知的正整数 x。先需要对交互库进行若干次询问以确定 X 的值。一次询问中给定

交互库一个正整数 y，交互库会回答 x+ y 是否是质数。

一组数据中总共会进行 T 次交互，要求这 T 次操作的总操作次数不超过 L。

1.2 数据范围

T = 10, L = 8750, 1 → x → 1018，询问的 y 需满足 1 → y → 1018。

1.3 解题过程

对于一次询问，如果得知 x+ y 为质数，则可以确定对于任意的质数 p < x+ y，都满足 p ! x+ y，

即 x "≡ −y (mod p)。

如果我们能够对一个 p确定有 p−1个不同的余数 y 都与 x模 p不同余，则可以唯一确定 x mod p

的结果。根据中国剩余定理 [CRT]，如果我们对 p1, p2, · · · , pk 这些质数都确定了 x 模它们的值，则在

[1,
∏

pi] 范围内有且仅有一个合法的整数 x。

因此我们希望找到若干质数，使得它们的乘积超过 1018，并尝试求出 x 模它们的全部余数。可以

发现 2× 3× 5× · · ·× 53 刚好 > 1018，故我们下面令 p1 = 2, p2 = 3, · · · , pk = 53 为前若干个质数。

由于我们不知道关于 x 的任何信息，所以只能随便询问一些 y，直到确定 x+ y 为质数。从这里开

始，我们对于每个 pi，已经能够确定一个不可能作为余数的数了，因此接下来不再随机询问，而是考虑

一些更好的策略。

如果对于一个 pi，x 模它的余数只剩下一种可能性 xi，那么我们接下来就不能选用任何 y ≡ −xi

(mod pi) 的数 y 进行询问，否则得到的回答不可能是质数。

另一方面，如果一个 pi 还有至少两种可能性，那么选用一个已经被排除的 y 不会带来任何额外的

信息，所以我们在剩余的可能性中随机选择一个作为 y mod pi 的余数。

按照这种方式随机选择，第一次得到质数回复的期望步数为质数密度的反比。根据质数密度定理

[prime_density]，→ n 的质数密度为 1
ln n，即期望 lnn 步能问到一个质数。

对于之后的询问，我们每得到一个质数的回复，就会对所有仍未确定的 pi 删去一种剩余可能性。

所以总共会询问 pk − 1 = 52 轮。对于第 i 轮，一个 pj > i 还剩下 pj − i+ 1 种可能性没有被确定，故

对于它来说，会选中恰好为 x 对应的唯一不合法情况的概率是 1
pj−i+1，即能够得到质数回复的概率为∏

pj>i
pj−i

pj−i+1。

然而这个分析没有考虑到 > pk 的质数对概率的影响，因为可能会出现某个 p > pi 恰好为 x+ y 的

因数的情况。为了分析这个概率，注意到上界 N = 1018 与所有已考虑过的 pi 之积同阶，所以在所有
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[1, N ] 的数中，满足不被任何一个 pi 整除的数的比例可以用
∏ pi−1

pi
来估计。显然所有质数都分布在这

些数中，所以在这个范围内均匀随机，得到质数的概率即为 1
ln n

∏ pi

pi−1。

因此加上这个概率，第 i 轮中一次询问得到质数回复的概率为 1
ln n(

∏
pj>i

pj−i
pj−i+1)(

∏
j

pj

pj−1)，即期

望步数为这个概率的倒数。经过实际测试，总期望步数约为 860，因此 10 组测试询问总数不超过 8750

的概率足够高。
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