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1.1 题目大意

有 n 个点，每个点有两个权值 xi 和 yi。需要在这些点之间连一些无向
边，构造出一张无向简单图，使得：

• 对每个点 i，和它相连的点 j 有大于一半满足 xj < xi 或 yj < yi。

如果不可能构造出这样的图，那么报告无解。
设构造出的图边数为 m，那么需要满足 0 ≤ m ≤ 3.1416 · n。可以证明

如果有解，一定存在合法的图满足该条件。

1.2 数据范围

保证 1 ≤ xi, yi ≤ n ≤ 5× 105。

1.3 解题过程

1.3.1 算法 1

题目中的限制条件等价于：

• 对于一条边 (u, v)，如果 xv < xu 或 yv < yu，那么 v 将给 u 贡献 1

的权值；否则 v 将给 u 贡献 −1 的权值。u 对 v 的贡献同理。

• 统计完所有边的贡献后，每个点的权值都必须为正数。

因此，如果有一对 (i, j) 满足 xi < xj ∧ yi > yj 或 xi > xj ∧ yi < yj，那
么在这样的 (i, j) 之间连一条边显然是不劣的，因为这将给 i, j 同时贡献 1。
把这样的 (i, j) 都连边后，点 i 的权值为 0 当且仅当对于其他所有点 j

都满足 xj ≥ xi ∧ yj ≥ yi 或 xj ≤ xi ∧ yj ≤ yi。
下文中，我们称此时权值为 0 的点为特殊点，此时权值 > 0 的点为非

特殊点。
从而，把特殊点按 x 为第一关键字，y 为第二关键字从小到大排序，设

为 {c1, c2, · · · , ck}。则一定有：xci ≤ xci+1 且 yci ≤ yci+1。
并且，由于给特殊点贡献 1 的连边，对另一个点的贡献一定是 −1，所

以每个特殊点的最终权值一定恰好控制到 1 不劣。
根据上面的性质，我们不难观察出这样的结论：



引理 1. 如果有解，那么存在一组解满足任意特殊点之间没有连边。

证明. 我们使用调整法证明。
假如现在有一组不符合该条件的解，设 (ci, cj) 是一条 j 最大的连边。
那么，找到对 ci 贡献为 1的任意一条边 (x, ci)，删除 (x, ci), (ci, cj)，加

入 (x, cj)，该解一定仍然合法。
注意到这样调整之后，边数严格减少了，因此我们的调整过程一定会终

止，此时即得到任意特殊点之间无边的合法解。

有了这个结论后，我们可以推出：每个特殊点都只会连接恰好一个对其
贡献为 1 的非特殊点。
而注意到，对 ci 贡献为 1 的非特殊点集合包含了对 ci−1 贡献为 1 的非

特殊点集合，从而我们可以按顺序贪心地为每个 ci 找到其匹配的非特殊点。
具体来说，把所有点按 xi + yi 升序排序，按顺序扫描的同时维护指针

p，指向最前的当前权值 > 1 的非特殊点。当扫描到特殊点时，让其与 p 匹
配（若 p 不存在则报告无解），如果 p 权值变为 1 再不断后移 p 直到合法。
该算法的时间复杂度和构造出的边数上界都是 O(n2) 的，难以通过。

1.3.2 算法 2

算法 1 的时间复杂度和边数的瓶颈都在于，一开始把所有不劣的 (i, j)

连边。考虑这样的思想：一开始的连边只要让非特殊点恰好够用就好了。
具体来说，先算出一开始把所有不劣的点对连边后每个点的权值 ai，这

等价于一个二维数点模型，可以使用树状数组 O(n logn) 统计。
接下来，用得到的 ai 跑后面的匹配阶段，算出每个非特殊点实际需要

的权值大小 bi，这一部分只需要执行算法 1 中所述的排序 + 双指针。
最后，对每个 i 找到和它构成不劣点对的 bi 条边即可。这依然可以使

用树状数组，只需要把原先的计数器改成存储元素的 std::vector 即可。时
间复杂度分析同普通树状数组，O(n logn+

∑
bi)。

分析
∑

bi 的量级：设特殊点一共有 k 个，那么
∑

bi = (n−k)+k = n。
因此，时间复杂度 O(n logn)，最大边数 m ≤ k +

∑
bi ≤ 2n ≤ 3.1416 · n。

至此，本题得到解决。

1.4 参考资料

暂无。


