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每行可以被划分为至多 3 个连续段，因此矩阵的列可以被划分为至多

2n+ 1 个连续段使得每个连续段当中所有列相等。

将询问离线下来求解。用平衡树维护插入的行的顺序，之后统计每个

连续段中 1 的数量并算出询问所属的连续段。最后，用线段树或平衡树模

拟具体的修改过程可以求出每个询问的答案。

时间复杂度 !(n log n)。

2.4 参考资料

[1]Holes in Queue

[2]2023 KAIST 13th ICPC Mock Competition editorial
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3.1 题目大意

给定 n 个点，第 i 个点有两个权值 ui, vi(1 → ui, vi → n)。构造一个以

这些点为点集的无向图使得每个点 x 有多于一半的邻居 y 满足 uy < ux 或

vy < vx，或报告无解。

3.2 数据范围

1 → n → 5↑ 10
5, 1 → ui, vi → n。

构造的方案必须满足 m → 3.1416 · n。

3.3 解题过程

称点 x对于点 y 是“好点”当且仅当 ux < uy 或 vx < vy，则最后构造

的图中每个点的好邻居需要严格多于一半。

构造如下的无向图 G(V,E)：V = {1, 2, 3, . . . , n}, (x, y) ↓ E ↔↗
(ux ↘ uy)(vx ↘ vy) < 0，设 i 号点的度数为 di。对于任意两个点 x, y，

它们相对于对方来说都是好点当且仅当 (x, y) ↓ E。

设 S = {x | dx > 0}, T = {x | dx = 0}。

https://qoj.ac/problem/10007
https://qoj.ac/download.php?type=attachments&id=1806&r=1
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将 T 中的元素按照 u + v 从小到大排序，设其为 a1 . . . at，显然 ≃1 →
i < j → t，ui → uj, vi → vj。

令数列 b 满足 ≃x ↓ S, bx = 0 且 ≃1 → i → t, bai = i。

引理 1. 如果有解，那么必有至少一组解 G0(V,E0) 满足 ≃(x, y) ↓ E1，

如果 x ↓ S, y ↓ T，则 ux < uy 或 vx < vy。

证明. 对于任意一组解G0(V,E0)，令 f(G0) =
∑

(x,y)→E0,x→S,y→T,ux↑uy ,vx↑vy
by，

不妨设 G0 为一组使得 f(G0) 最小的解。

假设 f(G0) ⇐= 0。找出任意一条不满足条件的边 (x, y) ↓ E0，其中

x ↓ S, y ↓ T。显然 x 对于 y 是一个坏点。

找出一条边 (y, z) ↓ E0 使得 z 对于 y 是一个好点，显然这样的 z 必定

存在，uz → uy, vz → vy 并且 (uy, vy) ⇐= (uz, vz)。

删去 (x, y), (y, z) 之后，连接 (x, z)。容易证明新得到的图 G↓
0 必定也

是一组解。

如果 z ↓ S，则 f(G↓
0) = f(G0)↘ by < f(G0)。否则，bz < by，f(G↓

0) =

f(G0)↘ by + bz < f(G0)。

综上，有 f(G↓
0) < f(G0)，矛盾。

所以假设不成立，f(G0) = 0，引理得证。

引理 2. 如果有解，那么必有至少一组满足引理 1中条件的解 G0(V,E0)

满足 ≃(x, y) ↓ E0，如果 x ↓ S, y ↓ S，则 (x, y) ↓ E。

证明. 找出所有解当中使得不满足条件的边的数量最少的图G0(V,E0)，

设其有 k 条边不满足条件。

假设 k > 0。任取一条不满足条件的边 (x, y) ↓ E0，则 x ↓ S, y ↓
S, (x, y) /↓ E。

不妨设 ux → uy 且 vx → vy。

将这条边删去之后，如果新图仍然是一组解，则存在不满足条件的边

更少的解，矛盾。

否则，因为 ux → uy 且 vx → vy，y 相对于 x 不可能是好的。

因此，x 相对于 y 是好的；同时，删去 (x, y) 之后 y 相邻的好点和坏

点数量相同。
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如果 y 没有相邻点，因为 y ↓ S，所以至少存在一条 (y, z) ↓ E。在图

中加入这条边，显然得到的新图是一组解。

否则，必有 (y, z) ↓ E0 使得 uy → uz, vy → vz。删除 (y, z) 并加入

(x, z)，得到的新图也必定是一组满足引理 1 中条件的解。

通过分类讨论可以得知，无论何种情况下，新图必定有 k ↘ 1 条边不

满足条件——这与 k 的最优性矛盾。

所以假设不成立，必定存在 k = 0 的解。

类似地，可以证明：如果有解，那么必有至少一组满足引理 1、引理 2

中条件的解 G0(V,E0) ，其中不存在 (x, y) ↓ E0 满足 x ↓ T, y ↓ T。

因此存在一组解 G0(V,E0) 满足：对于 (x, y) ↓ E0（不妨设 bx → by），

要么 (x, y) ↓ E，要么 x ↓ S, y ↓ T 且 x 相对于 y 是好点。因为 ≃x ↓ T，

和它有边连接的节点 y 一定满足 y 对于 x 是好点，但 x 对于 y 不是好点，

因此只连接一条边是不劣的。

用如下算法构造一组解：

初始化 d↓i = 1，按照 a1 ⇒ at 的顺序考虑 T 中所有的元素 x：找出所

有 y ↓ S 使得 y 相对于 x 是好点。如果存在 d↓y < dy，连接 (x, y) 并将 d↓y
加上 1；否则，报告无解。

之后，≃x ↓ S，找出 E 中任意 d↓x 条邻边，将它们加入边集（如果已

经在边集当中就跳过）。

容易证明如果算法正常结束，其构造的解一定满足条件，并且满足

m → 2n。否则，必定存在一个 ai 使得程序报告无解。对于任意的 1 →
j → i, uaj → uai 且 vaj → vai，因此如果有 y ↓ S 使得 y 相对于 aj 是好点，

那么它相对于 ai 也是好点。找出使得 y ↓ S 相对于 ai 是好点的 y 的集合

Y。≃1 → j → i，aj 连接的节点一定在这个集合内。

然而，程序报告无解，所以一定有
∑

y→Y (dy ↘ 1) < i，对于任意的连

边方案，必定存在一个 x ↓ S 满足它和至少 dx 个 T 中的点连了边，并且

这些 T 中的点相对于它都是坏点；但是它至多向 S 中的 dx 个节点连边，

所以好点的数量不可能大于一半。因此不可能存在符合条件的连边方案。

预处理 di需要二维数点，使用树状数组维护，时间复杂度为 !(n log n)。


